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Resumo

Filho, Ortenilton dos Santos; Sirakov, Boyan Slavchev; Aradjo,
Gustavo da Silva. Estimativas Aleksandrov-Bakelman-Pucci.
Rio de Janeiro, 2023. 66p. Dissertacao de Mestrado — Departamento
de Matematica , Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Esta dissertacao versa sobre a teoria das solugoes de viscosidade
para equacoes diferenciais parciais elipticas completamente nao-lineares com
ingredientes mensuraveis. Nosso principal objetivo ¢ demonstrar o Principio

do Méaximo de Aleksandrov-Bakelman-Pucci neste contexto.

Palavras-chave
Solucao LP-viscosidade;  Principio do méaximo ABP;  EDPs elipticas;

Ingredientes mensuraveis.



Abstract

Filho, Ortenilton dos Santos; Sirakov, Boyan
Slavchev (Advisor);  Aratjo, Gustavo da Silva (Co-Advisor).
Aleksandrov-Bakelman-Pucci Estimates. Rio de Janeiro,
2023. 66p. Dissertagao de mestrado — Departamento de Matematica
, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This dissertation deals with the theory of viscosity solutions for fully
nonlinear elliptic partial differential equations with measurable ingredients.
Our main objective is to demonstrate the Aleksandrov-Bakelman-Pucci

Maximum Principle in this context.

Keywords
LP-viscosity solution; ABP maximum principle;  Elliptic PDEs;
Measurable ingredients.
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1
Introducao

Equagoes diferenciais parciais (EDPs) de primeira ordem completamente
nao-lineares geralmente nao possuem solugoes classicas, isto é, fungoes que
sejam de classe C! em seu dominio e satisfacam a equagdo em todo ponto.
Em contrapartida, estas equagoes admitem infinitas solugoes que sdo Lipschitz
continua e satisfazem a equacao em quase todo ponto do dominio. O fato
da equagdo nao possuir uma estrutura divergente nao nos permite que
multipliquemos a equagao por uma funcao teste e, por meio de uma integracao
por partes, obtenhamos uma definicao de soluc¢ao fraca.

Com o objetivo de estabelecer um critério de unicidade de solugao
para este tipo de equacao, Michael G. Crandall e Pierre-Louis Lions
[9] introduziram, em 1983, o conceito de solugdo de viscosidade, a qual
chamaremos de soluc¢oes C-viscosidade neste trabalho. O termo wiscosidade

1 Com essa nocgiao de solucio,

advém do método da wanishing wviscosity.
desenvolveu-se toda uma teoria para as equagoes de primeira ordem.
A generalizacdo da teoria para equagoes de segunda ordem é devido a
Pierre-Louis Lions [19], Hitoshi Ishii [14] e Robert Jensen [15].

Embora tenhamos uma teoria consistente, para as solugoes
C-viscosidade, esta nocao de solugao exige que os dados do problema a
ser estudado sejam continuos, o que a torna insuficiente, na questao da
unicidade, quando o problema estudado nao nos fornece dados continuos, e
sim, meramente mensuraveis. Necessitamos entao de uma nogao de solucao de
viscosidade que supra essa deficiéncia.

Esta nocao mais ampla de solugao, introduzida em 1996 por Luis
Caffarelli, Michael G. Crandall, Maciej Kocan e Andrez Swiech [4], é chamada
solugao LP-viscosidade. Discutiremos, neste trabalho, acerca desta teoria.
Mostraremos que a nogao de solugao LP-viscosidade é consistente com a nogao
de solucao C-viscosidade, isto é, quando os dados fornecidos pelo problema
forem continuos, solugoes C-viscosidade sao também solugoes LP-viscosidade.

Outrossim, mostraremos que solucoes LP-forte, isto é, solugdes que
sdo W?P e satisfazem a equacdo em quase todo ponto do dominio, sdo

também solucoes LP-viscosidade. Mostraremos também que funcoes em WP

!Consultar [6, Segdo 1.3] para uma discussdo detalhada deste método.
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sao pontualmente duas vezes diferencidaveis. Com o objetivo de usar uma
estratégia de aproximacao para demonstrar o Principio do Maximo de
Aleksandrov-Bakelman-Pucci (ABP), abordaremos alguns resultados da sup
e inf convolugoes, que sao regularizagoes de fungoes.

O Principio do Maximo ABP desempenha um papel fundamental na
teoria de regularidade para EDPs. Neste trabalho, faremos uma discussao
detalhada acerca desse resultado. Mostraremos que, dada uma solugao
LP-viscosidade para uma equacgao envolvendo os operadores extremais de Pucci,
o supremo da solu¢ao no interior do conjunto é controlado pelo supremo da
solugao na fronteira somado a uma constante multiplicada pela norma L” do
termo fonte no conjunto de contato com o envelope concavo.

Esta dissertacao estd organizada da seguinte maneira. No Capitulo 2,
abordamos resultados e nogoes preliminares essenciais para o desenvolvimento
do nosso trabalho. A Se¢ao 2.1 contempla as definigoes e resultados da analise e
da teoria da medida. Ja a Secao 2.2 trata das principais desigualdades a serem
utilizadas nas nossas demonstragoes. Por fim, na Secao 2.3, reunimos resultados
da teoria das EDPs elipticas de segunda ordem completamente nao-lineares
com ingredientes mensuraveis.

Por sua vez, no Capitulo 3, exploramos o objeto de estudo central
desta dissertacao, nomeadamente, as solugoes LP-viscosidade e o Principio do
Maximo ABP neste contexto. A Secao 3.1 versa sobre a solugoes C-viscosidade
e LP-forte; ja na Secado 3.2, abordamos a teoria das solugoes LP-viscosidade.
Finalmente, na Secdo 3.3, apresentamos os resultados necessarios para a
demonstrarmos o Principio do Maximo ABP no contexto mencionado, bem

como sua demonstragao.



2

Resultados e nocdes preliminares

A seguir, reunimos algumas defini¢oes e resultados preliminares que nos
auxiliardao no desenvolvimento deste trabalho. Nomeadamente, na Secao 2.1
apresentamos alguns resultados da andalise e da teoria da medida. Por sua
vez, na Secao 2.2, expomos algumas desigualdades. Por fim, na Secao 2.3
exibimos resultados acerca da teoria das equacoes diferenciais parciais elipticas

de segunda ordem completamente nao-lineares com ingredientes mensuraveis.

2.1
Fatos da analise e teoria da medida

Inicialmente, revisamos alguns conceitos e resultados da analise e da
teoria da medida. Comecamos com a definicdo de funcao convexa e fungao

concava.

Definigdo 2.1 (Fungao convexa/céncava) Seja @ C R? um conjunto
convero. Uma fungio v : Q@ — R ¢é dita convexa (concava) se para quaisquer

r,y € Qetel0,1], temos
v(te + (1 —t)y) < tv(z) + (1 —t)v(y)

(v(tz + (1 —t)y) = to(z) + (1 = t)o(y)).

Neste texto, trabalharemos com dois espacos de fungoes, nomeadamente
os espacos de Lebesgue LP e o espaco de Sobolev W?P, os quais definimos

abaixo.

Defini¢ao 2.2 (Espagos de Lebesgue) Sejam p € R, com 1 < p < o0, e
Q C R?. Definimos

LP(Q):={f: Q=R : f émensurdvel e |f|P € integrdvel em Q}.

Equipamos LP(S) com a norma

1/p
Ly = ( / |f|pdw> .
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Para p = 0o, definimos

f € mensurdvel e existe uma constante C' > 0 }

L®(Q):=qf: Q—=>R:
tal que |f(x)] < C q.t.p. em Q
Equipamos L*>(2) com a norma
[l iy = F{C: 1f(@) < C gtp. em Q.

Dizer que uma propriedade vale q.t.p. (quase todo ponto) em um conjunto §2,
significa que tal propriedade vale em todo o conjunto, exceto num subconjunto
A tal que |A| = 0.

Como ja é conhecido da literatura, para 1 < p < oo, LP é um espago de
Banach, ou seja, é um espaco vetorial normado e completo.! Denotamos por

LY () o

loc

LV () :={u:Q — R:ue LP(U) para cada U € Q},

loc

em que U €  significa que U C Q e U é um conjunto compacto.

Definiremos agora o espaco de Sobolev W2,

Definigao 2.3 (Espago de Sobolev W?P) Sejamp € R, com 1 <p < oo e
seja Q0 C R?. Definimos

W2P(Q) = {u € I7(Q) - dDu, D*u no sentido fraco }

e Du, D*u € LP(9).
Munimos W%P(Q2) com a norma
- 2
lullwasgy = lull oy + 1Dull oy + [ D%l , o -

Da mesma forma que os espacos de Lebesgue, para 1 < p < oo, W?P(2) é um

espago de Banach. Denotamos por T/VIQOf(Q) o conjunto
WEP(Q) == {u:Q — R:ue W (U) para cada U € Q}.

Uma discussao aprofundada sobre derivadas no sentido fraco pode ser
encontrada em [3].

No que segue, definiremos o expoente conjugado de Sobolev.

1Este resultado é conhecido como Teorema de Fischer-Riesz. Para uma demonstracio
consultar [3, Teorema 4.8 |.
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Definicao 2.4 (Conjugado de Sobolev) Seja 1 < p < d. Definimos por

o conjugado de Sobolev de p.

Para 0 > 0, denotamos por €25 o subconjunto de §2 dado por
Qs = {z € Q: dist(z,00) > d}.
Denotamos por B,(z) a bola aberta, de centro x e raio r, em R?, dada por
B(z):={yeR": |y — x| <r}.

Quando o centro da bola for a origem de R, denotaremos por B,.

Agora, definimos o suavizador padrao.
Definigdo 2.5 (Suavizador padrao) i) Definimos n € C*°(R?) por
C ( ! ) 2] < 1
exp | ——— se |x
n(x) = > =1
0 se x| >1,
a constante C > 0 € escolhida de modo que [y, ndr = 1.

it) Para cada § > 0, definimos

= 2n(3)

A funcao n definida acima é chamada suavizador padrao. As fungoes n;

sao de classe C'™° e satisfazem

/d%dx =1 e supp(ns) C Bs,
R

em que supp(ns) := {x € R : ns(x) # 0} é o suporte da fungdio 1.

Em seguida, definimos a suavizacao de uma funcao e enunciamos algumas

de suas propriedades.

Definigao 2.6 (Suavizagao padrao) Seja v : Q@ — R wuma fungio

localmente integravel. Definimos a suavizagdo padrao de u por

Us := ng *u em .
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Ou seja,

us(z) = / ns(z — y)uly)dy = /B ns(y)ul — y)dy
para x € (.

Agora, vejamos algumas propriedades das suavizagoes.

Teorema 2.7 (Propriedade da suavizagao) Seja us a suavizag¢io padrao
de u: Q2 — R. Entao:

i) Para cada 6 > 0, us € C*(Qy).

ii) Seu e C(), entdo
Us — U

uniformemente sobre subconjuntos compactos de (.

iii) Se u € W,-P(Q) para algum 1 < p < oo, entdo

us — u em WEP(Q).

A seguir, definimos o que sdo pontos de Lebesgue.

Definigdo 2.8 (Ponto de Lebesgue) Seja f € LI (R?), para algum 1 <

loc

p < 00. Dizemos que v € R é um ponto de Lebesque para f se vale

lim |f — f(x)|dz = 0.
)

r—0 Br(z

2.2
Algumas desigualdades

Nesta secao, apresentamos algumas desigualdades que usaremos ao longo
deste trabalho.

Lema 2.9 Sejam a,b,k € R, com a,b>0 e k> 1, entdo vale

(a+ b)F < 281 (ak + b¥). (2-1)

k¢ convexa.

Demonstragao. Note que para 1 < ke 0 < x, a fungdo f(z) =z
De fato, f é uma funcdo poténcia e, portanto, f € C*(R). Calculando a

segunda derivada de f, temos que

f(z) = k(k — 1)z*2,
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Ou seja, a segunda derivada f”(z) é sempre nao negativa para 1 < ke 0 < z.

k ¢ convexa em seu dominio.

Portanto, a funcao f(z) =«
Consequentemente, como f é convexa, aplicamos a desigualdade de

Jensen? para f((a+b)/2) e obtemos que

; <a+b>  Je) 1)

2

Isto é,

a+bk<ah+w
9 =9

Multiplicando ambos os lados da desigualdade precedente por 2%, concluimos

que

(a+b)* <2 (a* +bY).

O resultado seguinte é um andlogo do lema anterior para k£ < 1.

Lema 2.10 Sejam a,b,k € R, com a,b>0 e 0 <k < 1. Entdo, se a e b nao

sao ambos iguais a zero, vale
(a+0)" < (a®+ ") (2-2)
Demonstracao. Com efeito, lembre que para 0 < £ < 1 a aplicagao

x> gh!

é decrescente em (0,00). Dessa forma, se a e b ndo sdo ambos iguais a zero,

temos que
(a+0)" = (a+b)""(a+b)
=a(a+ b +bla+b) 1.
Como z¥~! é decrescente e a,b < a + b, segue que

(a+b)Ft<dt e (a+b)! <l

2Para uma discussio detalhada desta desigualdade, sugerimos ao leitor que consulte [13].
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Por consequéncia,

(a+b)F <a-a14+b. 081
= a4+ b

Lema 2.11 Para cada 1 < p < 00, existe uma constante Cy = C4(d, p) tal que

][ ) — fla)ldy < oot / Df)lly — 2y, (2:3)
Br(x)

By (x)
para todo ponto de Lebesque z de f € WHP(B,(x)).

Teorema 2.12 (Desigualdade de Poincaré em bolas) Sejam 1 < p < d
e f € WYP(B,(z)). Entdo, para cada p, existe uma constante Co = Cy(d, p) tal

que 1 1
(][ If(y)—fu,r)lp*dy) scgr(][ er<y>|pdy), (2-4)
By () By (x)

em que f(m,r) = JCBT(x) f(y)dy

Teorema 2.13 (Desigualdade de Morrey) Seja f € W'?(B,(z)). Entao,
para cada d < p < 0o, existe uma constante C3 = Cs(d, p) tal que

) — F(2)] < c(][ !Df(w)lpdw> g (25)

By ()

para quase todos y, z € B,(x).

Para as demonstracoes e uma discussao detalhada do lema 2.11 e dos teoremas

2.12 e 2.13 indicamos ao leitor que consulte a se¢ao 4.5 do livro [12].

2.3
Equacdes elipticas de segunda ordem completamente nao-lineares

Nesta secao, exibimos algumas defini¢oes e resultados preliminares no que
diz respeito a teoria das equagoes diferenciais parciais elipticas completamente
nao-lineares com ingredientes mensuraveis.

Estamos interessados em estudar equagoes diferenciais parciais elipticas

de segunda ordem, completamente nao-lineares, da forma
G(z,u, Du, D*u) = 0 em €,

em que

G:(Q\N) xR xR%x S(d) = R.
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Aqui, © é um conjunto aberto e limitado em RY, N' C Q é um conjunto
com medida de Lebesgue nula. Denotamos por S(d) o conjunto das matrizes
simétricas d X d com entradas reais. Equipamos este conjunto com uma relagao
de ordem parcial, nomeadamente, dados X,Y € S(d), dizemos que X <Y
se 0 < ((Y — X)&,€) para todo € € RY, em que (-,-) é o produto interno

Euclidiano.

Definigdo 2.14 (Elipticidade uniforme) Seja G : (Q\N)xRxR4xS(d) —
R. Dizemos que G é uniformemente eliptico (UE) se, para constates 0 < A < A,
G satisfaz

G(z,r,p,X) — Atr(P) < G(z,r,p, X + P) < G(z,r,p, X) — Mr(P), (UE)

para todo (x,7,p) € (Q\N) xR xR? e X, P € S(d), com P > 0.

No que segue, definimos os operadores extremais de Pucci. Estes
operadores desempenham papel fundamental na teoria das equagoes
diferenciais parciais elipticas de segunda ordem, completamente nao-lineares,

especialmente no que se refere a teoria de regularidade para tais equagoes.

Definigao 2.15 (Operadores extremais de Pucci) Sejam 0 < A < A

constantes fizadas. Definimos os operadoes P)jjA :5(d) — R como

Pia(X) = =Atr(XT) + Atr(X )

PIA(X) = —Mr(X 1) + Atr(X ),
em que X1 e X~ sdo a as partes positiva e negativa de X, respectivamente.

Usamos os operadores extremais de Pucci para definir operadores
elipticos com dependéncia explicita no gradiente e na variavel espacial. A saber,
definimos os operadores G : (2\ N) x R x R? x S(d) — R por

Gz, 7, p, X) = Pya(X) = 7lp| = f(z)
e H:(Q\N) xR xR? x S(d) — R por

H(z,r,p, X) = Py (X) +71pl = f(2),
em que y>0e f e LP(Q).

Os operadores definidos acima sao exemplos de operadores

uniformemente elipticos. De fato, sejam X, P € S(d), com P > 0. Entéo,
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X+P=X"+P— X" e, deste modo,
(X+P)"=X"T+P'=X"+P e (X+P) =X".
Assim,

PYA(X + P) = —Atr((X + P)*) + Atr((X + P)7)
= —Atr(X T+ P) + Atr(X ™)
= —Atr(XF) 4+ Atr(X ™) — Mr(P)
— Py A(X) = Atr(P).

Por outro lado,

Pya(X) — Atr(P) = —Mr(X ™) + Atr(X ™) — Atr(P)
= -Mr(Xt 4+ Pt — PY) + Atr((X + P)7) — Atx(P)
= —Mr(XT + P) + Atr(PT) + Atr((X + P)7) — Atr(P)
= -Mr((X + P)") + Atr((X + P)7) + (A — A)tr(P)
< PiA(X + P),

uma vez que (A—A)tr(P) < 0. Portanto, mostramos que Py, é uniformemente
eliptico.

Ja para P, ,, temos que

Pia(X + P) = —Atr((X + P)*) + Mr((X + P)7)
= —Atr(XT 4 P) + Atr(X7)
= —Atr(X7T) + Mr(X ) — Atr(P)
= Pya(X) — Atr(P).

Por sua vez,

Pua(X) = Mr(P) = =Atr(X ) + Mr(X™) — Atr(P)
= —Atr(XT + Pt — PT) + Mr((X + P)7) — Atr(P)
= —Atr(X" + P*) + Atr(PT) + Mr((X + P)7) — Atr(P)
= —Atr((X + P)") + Mr((X 4+ P)7) + (A = N)tr(P)
> PuA(X + P),

ja que (A — M\)tr(P) > 0.
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Por fim,

G(x,r,p,X+P) :P/\_,A(X+P) _7|p‘ - f(.?f)
< PaalX) = Ate(P) —v[p[ — f(2)
= G(x,r,p, X) — Mr(P)

G(z,r,p, X + P) = Py A(X + P) = v[p| = f(2)
= Pra(X) = Atr(P) —4p[ = f(2)
= G(x,r,p, X) — Atr(P).

Portanto, G é uniformemente eliptico.
No que segue, definiremos a condicao de estrutura que usaremos neste
trabalho.

Definigdo 2.16 (Condigao de estrutura) Seja F : (Q\ N) x R x R% x
S(d) — R wuma fung¢ao mensurdvel tal que F(z,-,-,-) € LP(2), para algum
p > d/2. Dizemos que F satisfaz uma condic¢ao de estrutura se, para cada

R > 0, existe uma fungdo continua e nao-decrescente wg tal que wr(0) =0 e

P)\_,A<X - Y) - 7|p_ Q| - WR((S - T)Jr) < F(.T,T,p, X) - F($787Q7Y)
S PIAX =Y) +91p = + wr((r — 9)7),

(CE)
em que X,Y € S(d), p,q € R? e |r],|s| < R.

Note que se p = q e r = s, temos
PiaX =Y) < F(z,r,p, X) — F(z,r,p,Y) < PI (X = Y).
Substituindo X por Z + P e Y por Y = Z, segue que
Pia(P) < Fa,r,p,Z + P) = F(x,1,p, Z) < Py A(P),
isto é,

—Atr(PH) + Mr(P7) < F(x,r,p, Z + P) — F(x,r,p, Z)
< —Atr(PT) 4+ Atr(P7).

Como P > 0, entdo P~ = 0 e Pt = P. Portanto tr(P~) = 0 e estas ultimas
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desigualdades tornam-se
F(z,r,p,Z) — Atr(P) < F(z,r,p, Z + P) < F(x,r,p, Z) — Mr(P).

Deste modo, concluimos entdao que, quando p = ¢ e r = s, a condi¢ao de
estrutura é a propria elipticidade uniforme.

Demonstremos agora algumas propriedades dos operadores de Pucci.

Lema 2.17 (Propriedades dos operadores de Pucci) Sejam X,Y €
S(d) er > 0. Entao:

a) P;F,A(TX) = TIP:\F,A(X%

b) Pya(X +Y) <PyA(X) +Pya(Y),

C) ’P:\F,A

_X> == )tA(X)7

9) Pia(X) — PLAY) < Pry(X — V) < PEL (X — ¥) < P, (X) — Py ().
Em particular, P;F,A € convezo e Py, € concavo.

Demonstragao. Provemos inicialmente que (rX)" =rX*t e (rX)” =rX".

Se r = 0, nao ha nada o que provar. Se r > 0, entao

(rX)* = rX, serX >0
0, serX <0

_{TX, se X >0

0, se X <0
=rX".
Analogamente, obtemos que (rX)~ = rX~. Agora demonstraremos as
propriedades.
a) Piy(rX) =Py (X).
De fato,

Pia(rX) = =Xtr((rX)") + Atr((rX)7)
— —)\tI‘(TX+) + Atr(rX ™)
= —rAMr(X1) + rAtr(X )
= TP;_,A(X)a
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)

uma vez que tr(rM) = rtr(M), para toda matriz M.
O item d) segue de maneira anéloga, utilizando que (rX)” =rX".

Pia(X +Y) <PYA(X) + PEAX).
A priori, note que Py, (X) = —Atr(X) + (A — M)tr(X ™). Com efeito,

P;:A(X) = —Mr(XT) + Atr(X )
= (X T) + Atr(XT) — Atr(XF) + Atr(X7)
= —A(tr(XT) —tr(X 7)) + (A = V(X ).

Pela linearidade do trago, temos que tr(X™+) — tr(X ) = tr(X+ — X 7).
Entretanto, X = Xt — X~ e, consequentemente, tr(X™) — tr(X ™) =
tr(X). Logo, Py, (X) = —Atr(X) + (A = MNtr(XT).

Assim,

Pia(X +Y) = —Ate(X +Y) + (A = Mir((X +Y)*)
= —Atr(X) — Atr(Y) + Atr((X + Y)T) = Mr((X + Y)H).

Pela subaditividade de tr(X ™), segue que

Pia(X +Y) < —Atr(X) — Atr(Y) 4 Atr(X ) 4+ Atr(Y™) — Mr(X™)
— Atr(Y')
= —Atr(XT) + Atr(X7) — Atr(YH) + Atr(Y ) + Atr(X )
+ Atr(Y) — Mr(XT) — Mr(YT)
= AMr(X7) + Atr(Y ™) = Mr(XT) — Ar(Y)
= PyA(X) +Pia(Y).

P;A(X) +P;A(X) < PgA(X+Y).

Note que

Pia(X) = —Atr(XT) + Mr(X7)
= —Atr(X) + Atr(X7) + Mr(X ™) — Atr(X )
= —Atr(X) + (A= A)tr(X 7).

Dessa forma,
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Pia(X +Y) = —Atr(X +7) + (A — A)tr((X +Y)7)
= —Atr(X) — Atr(Y) + Atr((X +Y)7) = Atr((X +Y)7)
> —Atr(XT) + Atr(X7) — Atr(YH) + Atr(Y )

FAME(XT) + Atr(Y7) — Atr(X ) — Atr(Y )
= —Atr(X) + Atr(X7) — Atr(YF) + Mr(Y )
= PuA(X) + Py A(Y).

Antes de provarmos os itens c¢) e f), mostremos primeiro as seguintes
igualdades: (—X)T = X~ e (—X)~ = XT. Por certo,

(—X)* = -X, se —X >0
0, se — X <0

—X, se X <0
0, se X >0

=X".
Do mesmo modo,
—(—X - X <0
(_X)—: ( )7 s€
0, se — X >0
)X, se X >0
B 0, seX <0
=X".

A seguir, demonstraremos os itens c) e f).

c) P;,A(_X) = _P,\_,A(X)'

Realmente,

Pia(—=X) = =Mr((—X)") + Atr((—X)7)
= —Atr(X ") + Atr(XT)
= —P;’A(X).

f) P/\_,A(_X> - _P:\l—,A(X)'
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Decerto,

Pra(=X) = Ar((=X)7) — Atr((=X)F)
= Mr(XT) — Atr(X ")
= —(=Atr(X ) 4+ Atr(X 7))
— —P{ A (X).

(2) PA_,A(X) _,P;:A(Y) < P/\_,A(X -Y) < P}tA(‘X_Y) < ,P)tA(X) _P,\_,A(Y)-

Vamos demonstrar cada desigualdade separadamente, comegando da

esquerda para a direita. Pelo item f), decorre que
Pia(X) = Pia(Y) = Pra(X) + Pia(=Y).
Por sua vez, pelo item e), segue que
Pia(X) +Pia(=Y) S PLL(X =Y).

Logo,
PyaX) = PUAY) S Pry(X —Y).

Agora, por (CE), temos

PoaX =Y) —vlp =gl —wr((s =1)7) < PLL(X —Y) +9lp— 4
+wr((r—s)™).

Considerando p = ¢ e r = s, acontece que
PiaX =Y) S PIL(X —Y),

o que demonstra a segunda desigualdade.

Por fim, pelo item b), sucede-se que
,P;F,A<X -Y) < P)J\F,A(X) + P)J\F,A(_Y)'
Enquanto que, pelo item c), temos que
,P/\+,A(_Y) = _’P):A(Y)'
Deste modo, concluimos que

PAAX =Y) SPLAX) = PraY).
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Para finalizar a demonstracgao do lema, verifiquemos que P;f A € convexo e
Py € concavo. Efetivamente, para todo ¢ € [0, 1], temos que 1 —¢ > 0. Assim,

pela homogeneidade e subaditividade de P;f A € Py 4, decorre que

PiatX + (1 =1)Y) <Py (tX) + Py, (1 —-1)Y)
= tPyA(X) + (1 = t)Py,(Y)

PuAX + (1 =0)Y) > Py, (tX) + Py, (1 = 1)Y)
=Py A (X) + (1 = )Py A(Y).

Observacao 2.18 Uma maneira alternativa de definir os operadores
extremais de Pucci € a sequinte:

PaalX) = dof {-tr(AX)}

PIA(X) = sup {-tr(AX)}.
AT<A<AT
Para finalizar esta secdo, definimos o que sao elipticidade degenerada e
operador préprio e observamos a relagao entre a condicao de estrutura e estas

definigoes.

Definigao 2.19 (Elipticidade degenerada) Dizemos que F : (Q\N) xR x
R? x S(d) — R € degenerado eliptico se, para (z,r,p) arbitrdrios e X,Y € S(d)
com X >Y, temos

F(z,r,p,X) < F(x,r,p,Y).

Observamos, aqui, que se F' satisfaz a condicao de estrutura, entao F' ¢é
degenerado eliptico. De fato, sejam (x,r,p) arbitrarios e X,Y € S(d) com
X >Y. De (CE), decorre que

F(z,r,p,X)=F(x,r,p,X =Y +Y)
(x,7,p,Y) = Ar(X —Y)

pois —Atr(X —Y) <0.
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Defini¢do 2.20 (Operador préprio) Seja F : (Q\N) xR xR?x S(d) — R
uma fungao mensurdvel. Dizemos que F = F(x,r,p,X) é propria se F é

degenerado eliptico, e para quaisquer (x,p, X) € (Q\ N) x R? x S(d), temos
F(z,r,p,X) < F(z,s,p, X)

sempre que r < S.

Vale notar que um operador F' que satisfaz (CE) também é préprio. De
fato, consideremos r < s. Entéo, r — s < 0, o que implica que (r — s)™ =0
e, deste modo, wr((r — s)™) = 0. Assim, da segunda desigualdade de (CE)

obtemos que
F(ZE,T’,]), X) - F(ZE,S,p,X) S WR((T - S>+) = 07

ou seja,
F(z,r,p, X) < F(z,s,p, X).



3
O Principio do maximo de Aleksandrov-Bakelman-Pucci para
solucdes LP-viscosidade

O proposito deste capitulo é demonstrar o Principio do Maximo de
Aleksandrov-Bakelman-Pucci (ABP) no contexto das solugoes LP-viscosidade.
Essencialmente, este resultado nos diz que dada uma solucao LP-viscosidade
da equagao (77?), seu supremo no interior do seu dominio é controlado pelo
supremo da parte positiva da fun¢do na fronteira do dominio, somado a uma
constante multiplicada pela norma L% do termo fonte sobre o conjunto de
contato com o envelope concavo. Inicialmente, apresentamos defini¢oes das

solugoes C-viscosidade, LP-forte e LP-viscosidade.

3.1
Solucoes C-viscosidade e LP-forte

O conceito de solugao C-viscosidade foi introduzido por Michael G.
Crandall e Pierre-Louis Lions em [9], em 1983. Nestre trabalho, os autores
introduziram um novo conceito de solugao para equacoes de primeira ordem
nao-lineares, do tipo Hamilton-Jacobi. Posteriormente, essa nocao de solucao
foi estendida, por Pierre-Louis Lions [19], para equagoes de segunda ordem. A

seguir, definiremos o que sao solugoes C-viscosidade.

Definigdo 3.1 (Solugdo C-viscosidade) Sejam F € C(Q2 x R x R? x S(d))

e f€C(Q). Una fungio u € C(Q) é uma subsolugao C-viscosidade para
F(z,u, Du, D*u) = f em Q, (3-1)

se, para toda p € C*(Q) e xy € Q tal que (u—)(xy) > (u—p)(x) localmente,

temos

F (o, u(xo), De(x0), D*@(0)) < f (o).

Similarmente, dizemos que u € C()) € uma supersolugio C-viscosidade
para (3-1) se, para toda p € C*(Q) e xg € Q tal que (u — ¢)(xg) < (u — ¢)(x)

localmente, temos

F (o, u(xo), Dp(x0), D*@(0)) > f (o).
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Finalmente, seuw € C(2) €, ao mesmo tempo, sub e supersolugio C-viscosidade

para (3-1), dizemos que u € uma solugao C-viscosidade de (3-1).

Observe que, na definicdo anterior, pedimos que F' e f sejam continuas.
No entanto, ha problemas nos quais esses termos podem ser apenas
mensuraveis. Nesse contexto, a unicidade de solugoes nao é sempre garantida,

como veremos no exemplo abaixo.

Exemplo 3.2 Seja A C [—1,1] um conjunto mensurdvel tal que, para todo
intervalo I C [—1,1], temos que |ANI| e |[A*NI| >0, em que A® = [—1,1]\ A.
Sejam xa € Xao as fungoes caracteristicas de A e AL, respectivamente, e
f(x) = xa — xac- Entao qualquer func¢io v € C*(|—1,1]) tal que |v"| < 1,
¢ solugdo C-viscosidade do sequinte problema de Dirichlet

{ —u"=f em (=1,1)

u(—1) = u(1) = 0. (3-2)

A priori, note que, da definicio de f, para x € (—1,1), decorre que

ess %i_rgcinf fly)=—=1 e esslimsup f(y) = 1.

Yy—x

Suponhamos, por absurdo, que tal v nao seja solugao C-viscosidade de (3-2), em
particular, v ndo € subsolugio C-viscosidade. Ou seja, existe p € C*([—1,1])

tal que, se v — ¢ tem um ponto de mdximo local xo € [—1, 1], entdo

—¢"(x0) > f(x0) 2 1. (3-3)

Como xy € um mdzimo local, temos que

(v = ¢)(z0) = (v = ¢)(2)

(0" = ¢")(w0) <0

numa vizinhanca de xg. Reorganizando os termos nesta ultima desigualdade,
seque que
—¢"(z0) < —0"(20).

De (3-3), obtemos que
1< f(wo) < —v"(x0),
isto ¢,

—1 > v"(xy),
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o que é um absurdo, pois [v"| < 1, ou seja

-1 <",
O absurdo advém de supor que v ndo € solugio. Logo, v € C*([—1,1]) é
solucao. Como v € arbitrdria, concluimos que existem infinitas sougoes para
(3-2).

Encerramos esta se¢ao com a definigdo de solucao LP-forte.

Definigdo 3.3 (Solugdo LP-forte) Sejam F : Q@ x R x R? x S(d) — R e
f e LP.(Q), para p > d/2. Dizemos que u € W2P(Q) é uma subsolugio

LP-forte para
F(z,u, Du, D*u) = f em Q, (3-4)

se F(x,u(x), Du(z), D*u(x)) < f(x) q.t.p. em Q.

De modo similar, dizemos que u € Wi2P(Q) € uma supersolucio LP-forte
para (3-4) se f(z) < F(x,u(x), Du(x), D*u(z)) q.t.p. em .

Por fim, se uw é ambas sub e supersolucao LP-forte para (3-4) em €,

dizemos que u € uma solug¢ao LP-forte para (3-4) em €.

3.2
Solucdes L’-viscosidade

O conceito de solugoes LP-viscosidade foi introduzido por Luis Caffarelli
et. al. [4], em 1996. A definigdo de solucdo LP-viscosidade é dada a seguir.

Ressaltamos que em toda a teoria que segue supomos d > 2.

Definigdo 3.4 (Solugdo LP-viscosidade) Seja F : (Q\N)xRxRIxS(d) —
R um operador mensurdvel. Suponha que F ¢é préprio e seja f € LI .(Q),
para p > d/2. Uma fungio v € C() é uma subsolugao (supersolugio)
LP-viscosidade de

F(x,u, Du, D*u) = f em Q,

se, para toda @ € W2P(Q), sempre que ¢ > 0, U C Q € aberto e
F(a,u(z), Do(a), D*p(2)) — f(z) e, qtp. emU
(3-5)
(F(z,u(z), Do(x), D*p(x)) — f(x) < e, qtp. emU),
entdo, u— nao pode ter um mdzximo (minimo) local em U. Equivalentemente,

u é uma subsolugio (supersolugio) LP-viscosidade se para toda o € WiP(Q) e

para um ponto xg € Q no qual u — ¢ tem um mdzimo (minimo) local, entao
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ess lim inf (F(z,u(x), Dp(x), D*¢(x)) — f(z)) <0

(3-6)
(ess limsup (F(z,u(z), Do(z), D*p(x)) — f(x)) > O)

T—T0

Além disso, dizemos que u € uma solugdo LP-viscosidade de F' = f em 2 se u

¢ sub e supersolucio LP-viscosidade de F'= f em €.

A primeira desigualdade em (3-6) significa que para todos
e,r > 0 existe um conjunto A C B,(z9) de medida positiva tal que
F(z,u(x), Dp(z), D*p(z)) — f(z) < e, em que z € A.

Observagao 3.5 v € C(Q) € uma supersolugio LP-viscosidade de F' = f se,

e somente se, u = —v € uma subsolucdo LP-viscosidade de H =0, em que
H(x,r,p,X)= f(z) — F(x,—r, —p, — X).

Além disso, F satisfaz (CE) se, e somente se, H a satisfaz.
De fato, se v € uma supersolugio LP-viscosidade de F' = f, para toda
© € W2P(Q), sempre que e > 0, U C Q € aberto e

F(z,v(z), Dp(x), D*p(z)) — f(x) < —¢ qt.p. em U,

entao v — @ nao pode ter um minimo local em U. Queremos mostrar que, para
toda 1 € W2EP(Q), sempre que § > 0, O C Q € aberto e

loc
H(z,u(z), Dy(x), D*¥(x)) > q.t.p. em O,

entdo u — 1 ndo pode ter um mdximo local em O. Pois bem, dados v, §, O
tais que
H(z,u, Dy, D*¢) > 4,

como

H(z,u, Dy, D*)) = f(z) — F(x, —u, —D1), —D*))
= f(z) = F(z,v, =Dy, —=D*¥),

Considerando ¢ = =, d =€ e U = O, temos

f(%) - F(x71}7 —D@/), _DQI/)) = f(:L‘) - F(:L‘,U,D(,D,DQQO)
>ec qtp. emU,
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o que implica que v — o = —(u—1)) ndo pode ter um minimo local em U = O.

Mas, se —(u — 1)) nao pode ter um minimo local em O, entdao uw —1p nao pode

ter um mdximo local em O. Logo, u = —v € uma subsolucao LP-viscosidade de
H=0.

Reciprocamente, suponhamos que u = —v é uma subsolucdo de H = 0,
em que

H(x,r,p,X) = f(z) — F(x,—r, —p, —X),

ou seja, para toda Y € I/Vlif(Q), sempre que 0 >0 e O C €2 é aberto e
H(z,u(x), DY(x), D*)(x)) > qt.p. em O,
entao u — 1 nao pode ter um mazimo local em O. Dados p, € e U tais que
F(x,v, Dp, D*p) — f(a) < —e,

queremos provar que v — @ nao pode ter um minimo local em U. De fato,

considerando v = —p, d = e U = O, observe que
H(z,u, Dy, D*)) = f(z) — F(x,v, Dp, D*p) > §

e, portanto, u — ¢ = —(v — @) nao pode ter um mdzximo local em O = U.
Equivalentemente, v — ¢ nao pode ter um minimo local em U. Portanto, v é

uma supersolucao LP-viscosidade de F = f.

Ou seja, a partir de um resultado para subsolugao, podemos obter um
resultado para supersolucao e vice-versa, modificando o sinal dos parametros
do operador.

Nas Definigoes 3.3 e 3.4, ao impor que p > d/2, garantimos, pelos
Teoremas de Sobolev (ver o Teorema 4.12 em [1] para uma discussao detalhada
deste resultado) que a funcdo u e a funcao teste ¢ sao continuas em 2. Além
disso, esta condi¢ao nos garante que p > 1, ja que d > 2, o que implica que os
espacos W?2P, nesta situacao, é um espaco de Banach, conforme vimos na seciao
2.1. Por fim, lembremos que para p > d/2, funcoes em WP sio pontualmente
duas vezes diferenciaveis, ou seja, possuem expansao de Taylor de segunda

ordem, como segue no resultado abaixo. Antes, lembremos que
f=o0(g9) quando y — z

significa que
tim LWL _
v= [g(y)]
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Proposigio 3.6 Sejam u € WP(Q) e d/2 < p < d, com d > 1. Seja xy € Q
¢ um ponto de Lebesque de Du em LP"(Q) e D*u em LP(Y). Entdo,

uw(z) = u(xo) + (Du(xg), x — z0) + ;<D2u(x0)(a7 —0), & — x0) + o]z — z0]?).

Demonstracao. A priori, definamos

h(z) :=u(x) — u(zo) — (Du(xg), r — x0) — ;(DQu(xo)(x —xg), T — To),

em que zy € Q um ponto de Lebesgue de Du em LP (Q) e D?u em LP().
Queremos mostrar que h = o(|z — x¢|?), quando = — .

Primeiro, estimaremos a diferenca f(x) — fi,), que serd usada
posteriormente. Se z é um ponto de Lebesgue de f e Df, em que Df ¢

localmente integravel, usando (2-3) com p = 1, temos que

(@) = foom]| < 0][ DF)lly — 2l dy

By (z

)
"1
< 01/0 sd_ld8</635(z) |Df(y)]d5>
"1
<o [ 5] wswsaerd proi)

< cw( sup ][ IDf(y)|dy>
0<s<r Bs(x)

Calculando Dh e D?h, obtemos

(3-7)

Dh(z) = Du(z) — Du(xg) — D*u(xo)(x — x0)

D?h(z) = D*u(z) — D*u(xy).
Como Dh € LP () e p* > d, podemos usar (2-5) para concluir que

1
*

Ih(z) — h(zo)| < 037’(][ \Dh(w)|p*dx> '

By (z0)

= (][ |DI(z) — Dbz ) + Dhiag.r) !p*dx) ”
Br(xo)

1
p*

< Cyr <][ (|DR(z) = Dhzo | + !Dh(mo,n!)p*dx)
Br(ﬁo)
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Combinando (2-1) e (2-2) nesta ultima desigualdade, temos que

1
%

a) = el < Cor (£ 1DGa) = Dha )’

Br(iUO)
1

4Oy <][ [Dhay) p*dx>p , (3-8)
B'r'(iEO)

em que Cy = Cjy - 25 . Aplicando (2-4) com f = Dh, segue que

<][ |Dh(l‘) - Dh(xo,r)|p*dy>
By (zo)

1
P

< Cyr <][ | D*u(x) — D2u(x0)|pdx> :
Br(zo0)

D=

(3-9)
Combinando a equagao (3-8) com a equagao (3-9), ocorre que
Ih(z) — h(z)] < Cyr? <][ Dh(z) — Dhgsy. p*dx>
Br(x())
+ Cyr <][ | DRy ) p*dx> : (3-10)
By (z0)
em que Cy5 = Cy - Ch.
No entanto, como Dh(,, ) nao depende de x, temos que
X L
(][ IDh(zo,r)lp*dx> = (IDh<zo,r) p*][ dl‘)
Br(z0) Br(z0)
1
\Dhgsy | ( ! d )
= z0,r = x
I\ IB, (@)l e
= |Dhgo |-
Podemos, portanto, reescrever (3-10) da seguinte forma:
L
\h(z) — h(z)| < Csr® <][ |Dh(x) — Dhy ) p*dx>
By (o)
+ O47“’Dh(m0,r)|, (3—11)

em que r = |x — xg].

Agora, note que, usando (3-7) com f = Dhex = z( o ponto de Lebesgue,
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temos

|Dh(ro,r)’ = |Dh(wo,r) — Dh(xo)|

< Cyr sup ][ |D*u(x) — D*u(zo)|dz
Bs(fﬂo)

0<s<r

=ro(1).
Deste modo,
Cyr|Dhyy | = Car®o(1).

Por fim, como h(zg) = 0, dividindo ambos os lados de (3-11) por 72 e tomando

o limite quando r — 0, segue que

1
h ‘ae)” L ©

lim ’ (;C)‘ < lim |Cj ][ |Dh(;p) — Dh(mo T)|p dx + 74|Dh(x0 r)|

r—=0 r—0 Bi(z0) ' r 7
=

= lim 05 <][ ’Dh(l’) — Dh’(ffo,r)‘p*dx)
r—0 By (z0)
. Oy
+ Ly —= [ Dhz )|

Y-

= lim C; <][ |Dh(z) — Dh(xo,r)|p*dx>
r—0 By (x0)

Mas, como r = |z — x|, r — 0 equivale a © — xy. Dessa forma,

L
=

p*dw> =0,

T—T0 ‘x _ 1'0‘2 — x—xo

lim M < lim Cj <][ |Dh(x) — Dhz,
B (z0)

pois g é ponto de Lebesgue de Dh. Portanto, h = o(|z —z0|?), quando z — xo,

0 que significa que
1
u(z) = u(zo) + (Du(xg), x — o) + §<D2u(x0)(x — o), T — x0) + o]z — 20]?).

|
A relagdo que buscamos entre as solugoes LP-viscosidade e as solugoes

LP-fortes sao apresentadas nos dois lemas a seguir.

Lema 3.7 Seja F : (Q\ N) x R x R? x S(d) — R satisfazendo (CE), d < p
e f € LP(Q). Se u é uma subsolugio (supersolugao) LP-forte de F' = f em €,

entdao u € uma subsolugdo (supersolugio) LP-viscosidade de F = f em ).

Demonstracgio. Se para toda funcio teste ¢ € W2P(Q), a diferenca u — ¢
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assume um maximo local em xy € {2, mostraremos que

ess liminf (F(z,u(z), Do(x), D*p(x)) — f(z)) < 0.

T—T0

Seja ¢ € WP(Q) e suponhamos que x5 €  é um ponto de maximo local
de u— . Entdo existe uma vizinhanga V de zg tal que D*(u—¢p)(x) <0 q.t.p.

em V. Assim,
Pra(D3u — )(x)) = Xer((D*u — 9)(2))). (3-12)
Como ¢ subsolugao LP-forte de F' = f, temos que u € I/VIQOS(Q) e satisfaz
F(z,u(x), Du(z), D*u(z)) < f(x) q.t.p. em Q. (3-13)

Além disso, como F satisfaz (CE), segue que

Pra(D*(u—9)(@)) = |D(u - ¢)(x)| < F(z,u(z), Du(z), D*u(z))
— F(z,u(z), Dp(), D*¢(z))

< f(z) = F(z,u(z), Dp(x), D*p(x)).

De (3-12), decorre que

Mr((D*(u = ¢)(2))7) = D(u = ¢)(@)| < f(z) — F(z, u(z), Dp(x), D*p(x))

ou, equivalentemente,

—Ar((D*(u = ¢)(2))7) + 9 D(u = ¢)(2)| = F(z,u(z), Dp(x), D*¢(x))
— f(=). (3-14)

Como D?(u—p)(z) é simétrica, segue que (D?(u—p)(x))” também é simétrica
e, com isso, tr((D?*(u — ¢)(x))”) é igual a soma dos seus autovalores. Desta
maneira, como (D?*(u — ¢)(z))” > 0, temos que seus autovalores sdao todos

nao-negativos e, por conseguinte,

tr((D*(u — ¢)(x))7) 2 0,

o que implica que

—Atr((D*(u — ¢)(x))7) < 0.

Entéo, (3-14) torna-se

YD (u— 9)(@)| = F(z,u(x), Do(x), D*p(x)) — f(x).
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Tomando o essliminf quando x — zy em ambos os lados da igualdade acima,

obtemos

esslim inf (v|D(u — ) (z)]) > essliminf (F(x, u(z), Do(x), D*p(z)) — f(x)).

T—TQ T—T0

Como v > 0,

essliminf (y|D(u — ¢)(x)]) = yessliminf (|D(u — ¢)(x)]).

T—x0 T—T0

Desse modo,

fyessxli_rgg‘cloinf (|D(u — @) (x)|) > esslim inf (F(x,u(x), Dp(x), D*¢o(x)) — f(z)).

T—T0

Por outro lado, como u, € W2P(Q), segue que (u—¢) € W2P(2). Logo,
pelo fato de que x( é ponto de maximo de u— ¢, usando o Principio do Maximo

de Bony (veja [20]), obtemos

essliminf (|D(u — ¢)(z)]) =0,
Tr—xT0

ou seja,
v ess lim inf (|D(u — ¢)(x)]) = 0.
T—x0
Portanto,
esslim inf (F(z, u(x), Dp(x), D*p(x)) — f(x)) < 0,
r—xQ
isto é, u é subsolugao LP-viscosidade de F' = f em (). [ |

Ao tratarmos de solugoes LP-viscosidade é imprescindivel discutir para
quais valores de p a teoria é consistente. Ao supor d/2 < p, temos uma boa
definicdo para solucao de LP-viscosidade. No entanto, este dominio para p nao
nos fornece uma teoria consistente.

A partir de agora, consideraremos py < p, em que py = po(d, A\, A) é o
expoente introduzido por Escauriaza em [10]. Antes de demonstrar o outro
lema que estabelece uma relagdo entre solugoes LP-fortes e LP-viscosidade,
relembremos do Principio do Maximo Generalizado (PMG) para solugoes

LP-fortes.

Teorema 3.8 Seja p > py. Suponhamos que u € VVlif(Q) N C(Q) seja uma

solucao LP-forte para
Pia(D?u) —Alul < f, em Q. (3-15)

Entao
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(PMG)

supu < supujLC'HfJr
Q o0

em que C' = C(A, N\, d,v,Q) > 0.
A forma reduzida de (PMG) €

Lr(Q)’

d
P

f+

sup u < sup u+ Cr”

By (x) 0By (z) LP(Br(z)) ’

em que C'= C(A,\,7,d) > 0 € independente de r para r < 1.

Lema 3.9 Sejam F : (Q\ N) x R x R? x S(d) — R satisfazendo (CE),
f € LP(Q) e suponhamos que (PMG) seja vdlido. Se uw é uma subsolugao
(supersolu¢io) LP-forte de F = [ em §, entao u é uma subsolugao

(supersolugdo) LP-viscosidade de F' = f em ().

Demonstragao. Suponhamos, por contradi¢do, que u seja uma subsolugao
LP-forte de F' = f em (), mas nao seja uma subsolucao LP-viscosidade de

F = f em Q. Entdo existem ¢ € WP, e > 0 e U C Q aberto tais que
F(z,u(z), Dp(z), D*p(x)) > f(z) +¢ qtp. em U

e u — ¢ tem um maximo xg € U.
Usando a continuidade uniforme de F' em (p, X), podemos assumir que

o maximo ¢ estrito. Como F' satisfaz (CE), segue que

Pia(D*(u = 9)) = v|D(u — ¢)| < F(z,u(x), Du(z), D*u())
— F(z,u(z), Dp(x), D*p(x))
< —¢

<0 qt.p. emU.

Por hipétese, (PMG) ¢ valido; usando-o em sua forma reduzida, obtemos

que

7 [lo* = sup (u— ).

sup (u— ) < sup (u— @)+ Cr*” N
p ( SO) >~ p ( gp) LP(B,-(J)())) BBT(:EQ)

By (zo) OBr(z0)

Logo,

u(zo) — @(z0) < sup (u— ),
9B, (o)

para algum r pequeno. Mas isso contradiz o fato de xy ser um maximo local
estrito de u — ¢. A contradi¢do decorre de supor que u nao é subsolugao
LP-viscosidade de F' = f em (). Portanto, u é subsolucao LP-viscosidade de
F = fem Q. |
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A reciproca do lema anterior é verdadeira, isto é, se u € W;2P(Q) é uma
subsolugao (supersolugao) LP-viscosidade em €2, entdo u é uma subsolugao
(supersolucao) LP-forte de F' = 0. Entretanto, esse fato ndo serd demonstrado
neste trabalho.

A seguir, definimos o que sao fung¢oes semiconvexas e semiconcavas.

Definigdo 3.10 (Funcgdo convexa/concava) Seja Q@ C R? um conjunto
convero. Uma fungao v : Q — R é dita convexa (concava) se, para quaisquer
r,y € Qetel0,1], temos

v(te + (1 = t)y) < tv(z) + (1 = t)o(y)

(v(te + (1 = t)y) > to(x) + (1 = t)v(y)) .
Defini¢ao 3.11 (Fungao semiconvexa/semicéncava) Seja v € C(Q).
Dizemos que v € semiconveza se existir € > 0 tal que
|z ?

H _
= v(x) + 5

¢ convexa. Dizemos que v € semiconcava se —v € semiconvexa. A quantidade

e € chamada constante de semiconvezridade (semiconcavidade) de v.

Lema 3.12 Sejam F € C(Q x R x R? x S(d)) satisfazendo (CE), f € C(Q)
ep € C*Q). Seu e C) é uma solugio C-viscosidade de F < f, entdo

w=1u— @ € uma subsolucao C-viscosidade de
Pia(D*w) = 9|Duw| < f(z) = F(z,u(z), Dp(z), D*¢(x)) em Q.

Demonstracao. Com efeito, seja u € C(2) uma solu¢ao C-viscosidade de
F < f. Em particular, © é uma subsolu¢ao C-viscosidade de F' < f, isto é,

para toda ¢ € C*(2), se u — ¢ tem um maximo local em x( € €2, entao

(u—=)(x0) = (u—9)(z) Vrel (3-16)

F(z0,u(z0), Do(20), D*¢(0)) < f(0). (3-17)
Devemos mostrar que para toda 1 € C?*(Q), se existe o € Q tal que
(w— 1) (xg) > (w — )(x), para todo = € €2, entao

P;,A(DQW%)) — Y| D (0)| < f(zo) — F(wo, u(zo), Dgp(x0), D*p(x0)).

Note que
w—Y=u—p-—t=u—(p+1)
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Como ¢,1 € C?(Q), segue que ¢ + 1 € C?*(). Tomando ¢ = ¢ + 1, por
(3-16), segue que

(u—=(p+¥)(xo) = (u—(p+9))(x) Vrel,

isto é, u — ¢ assumir um méaximo local em z( € €2 implica que w — ¥ também

assume um méximo local em z € Q. Além disso, de (3-17) segue que

F(z0,u(wo), D(¢ +¥)(0), D*(¢ + ) (w0)) < f(z0)- (3-18)

Como

Pra(D?(x0)) — y|Dip(0)| = Pya(D* (0 + ) (20) — D*0(0))
—[D(p + ) (o) — Dp(0)]

e F satisfaz (CE), ocorre que

Pra(D?*(x0)) — 7| Dip(w0)| < F(xo, ulxo), D( 4 ¥)(0), D*(¢ + ¢)(0))
— F(z0, u(x0), D(¢)(x0), D*(¢)(x0)).

De (3-18), concluimos que

Pra(D*(w0)) =D (wo)] < f(x0) — F (0, u(wo), D()(x0), D*(p)(0))-

Portanto, o resultado segue. [

Em seguida, definiremos sup e inf convolugbes, bem como
demonstraremos algumas de suas propriedades. As sup e inf convolucoes sao
ferramentas que possuem propriedades relevantes no contexto dos argumentos

de aproximagao e sao essenciais na demonstragao do Principio do Maximo

ABP.

Defini¢ao 3.13 (Sup e inf convolugdes) Seja u € C(Q). Para ¢ > 0,

definimos a sup convolucao u® de u por

u®(x) := sup (u(y) — M) :

yeN 2e

Similarmente, a inf convolugcdo u. de u € definida por

u(x) := inf (u(y) + M) :

yeN 2e

Da defini¢ao, notamos que u® > u em €. A valer, para todos x,y € €2,
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temos que
Cly—af

2e

Considerando y = x na desigualdade acima, obtemos que, para todo x € (2,

u(z) > u(y)

vale
u(z) > u(x).

De maneira analoga, mostra-se que u. < u em ).

Outro fato que devemos observar é que

ye

= —inf (u(y) + M)

ye 2e

(—u)®(z) = sup <_u(y> _ |y;:|2>

= —u.(x).

Ou seja, (—u)® = —u.. De maneira similar, veificar-se que (—u). = —u®.

Definamos agora

A®(u) := argmax (u(y) - |y;8x|>

Note que A®(u) é nao vazio, pois u é continua no compacto €2. Considerando

2° € A%(u), temos que

|2° — | ly — |
15
I e B _ g
para todo y € Q2. Tomando y = z, obtemos
o — o’
15
s
u(e®) = > (),
ou seja,
|2 — af?
Ll B €y _ )
<) -~ ute)
Por consequéncia,
|$£ - $|2 €
T < ufa?) —ule) <2 full g
€
equivalentemente,
. 1
2% — 2] < 2(e |lufl o)) (3-19)
Deste modo, podemos concluir que se x € € 1, entao z° € (), pois,

2(ellull oo ()2
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caso contrario, se x¢ € 0f), teriamos que
1
2% — x| > 2(e [|ull o)) 7

contradizendo (3-19).
No que segue, mostramos que a sup convolugdo é semiconvexa e a inf

convolugao ¢é semiconcava.

Proposicao 3.14 (Semiconvexidade de u° e semiconcavidade de u.)
Seja u € C(Q) e considere suas sup e inf convolugoes u® e u. dadas como na
Definicao 3.13. A sup convolugdo u® é semiconvexa, enquanto a inf convolugdo

U, € semiconcava.

Demonstracao. A principio, note que

oef P WP tlef e
2 2% 2 2
WP yex P P
2 £ 2 2

_ P yee

2 g

Consequentemente, da definicao de u®, temos que

W () + 2 _ sup (u(y) _ly- fﬂ|2> L af?

2e yeQ 2¢e 2¢e
_ ly —=* |2
= sup (“@ = o
y*  y-x
=sup |uwly) —w—+—|-
y€g< W) =5+~
Ou seja, a aplicacao
x— ut(r) + [z
2e

¢ o supremo de funcoes afins a,z + b,, em que

y lyl*
a, == e b, =uly) —=—.
Yoe Y ) 2e
Ademais, lembremos que fungoes afins sdo convexas e que o supremo de
fungoes convexas é convexo (veja [2]). Deste modo, u®(z) +|z|*/2¢ e, portanto,

u® é semiconvexa.
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Agora, veja que

ly—a* [z -2y -x+ [z |z
2 2 2 2
WPy 2P 2
2 £ 2 2

_ P _yem

T2 e

Deste modo, da definicao de u., segue que

2 _ ly— ) =
2t _
u=(z) 2 yeo uly) + 2e 2e
: y—af*  |af?
= inf —
;relﬁ <u(y) * 2e 2e
- yl>  y-=
— inf we gt
;29< (v) + 2e €
Logo, a aplicacao
s () |z
r— u(r) — —
© 2

¢ o infimo de fungoes afins a,x + b,, em que

i

e by =uly)+ %

Outrossim, fungoes afins também sdo concavas e o infimo de fungoes
concavas ¢ concavo. Por conseguinte, u.(z) — |z|?/2¢ é concava e, portanto, u.

é semiconcava.

Lema 3.15 (Convergéncia uniforme das sup e inf convolugées) Seja

u € C(Q). Para e > 0, sejam u® e u. a sup e a inf convolugio de u. Entao
uw—=u e u —u

uniformemente em €2, quando € — 0.

Demonstracgao. Faremos a demonstracao da convergéncia para o caso da sup
convolucdo. A priori, note que, como u € C(£2), u é uniformemente continua,
uma vez que Q é um conjunto compacto e, portanto, u admite um maddulo
de continuidade. Denotemos por w(-) o mdédulo de continuidade de u. Entao,

segue da definicao de u® e do fato de z° € A® que

|2 — xf?

u () = u(z) 5
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Como —|z¢ — z|*/2e < 0, ocorre que

|2° — 2|

u(z®) 5

< u(zf)

= u(z®) — u(z) + u(x).

Dessa maneira, temos que

ou seja,
ut(z) — u(zr) < w(|z® — z|).

Como u®(z) > u(x), segue que u®(x) — u(x) > 0. Além disso, como |z° — x| <

21/ lull oo @), w € crescente e w(0) = 0. Logo,
|0 (2) = w(@)] < w(2y/e [[ull oo o)-

Tomando o limite quado ¢ — 0 na desigualdade precedente, concluimos que
u® — u. Como x é arbitréario, o limite é uniforme. A demonstracao para o caso
da inf convolugao segue de maneira similar. [

O 1ltimo resultado que enunciaremos sobre a sup convolucao estabelece
que, dada uma solucao C-viscosidade de F' = f, u® satisfaz uma desigualdade
envolvendo o mesmo operador F' e o mesmo termo fonte f, num conjunto mais

restrito.

Lema 3.16 Seja u € C(2) uma solugao C-viscosidade para
F(z,u, Du, D*u) = f em Q,

em que F' € C(Q2 x R x RY x S(d)) satisfaz (CE) e f € C(Q). Para todo

x¢ € A*(u), temos

1/2.

F(2%,u(a®), Du(x), D*u®(z)) = f(2°) qtp. em Qy

5||U||LOC(Q))

Para uma discussao detalhada e uma demonstracao do resultado precedente,

sugerimos ao leitor que consulte [15, Proposigao 2].

Proposicao 3.17 Sejam F satisfazendo (CE), f € C(Q2) e suponha que vale
(PMG). Entao solugoes (sub-,super-) C-viscosidade de F' = f em § sao

solugoes (sub-,super-) LP-viscosidade de F' = f em Q.
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Demonstragao. Seja v € C(£2) uma subsolugdo C-viscosidade de F =
f em €. Suponhamos, por contradi¢do, que u nao seja uma subsolugao
LP-viscosidade de F' = f em ). Consideremos Bs, (1) C €, ¢ € W?P(By,(x))

tal que u — v tem maximo local em z( e
Fz,u(z), Dv(x), D2()) < f(x) +&, qtp. em By(zo).

Deslocando ¢ e escolhendo r > 0 pequeno, podemos supor que
(u — Y)(xg) = 30 > 0 em B,(x), (u— ¥)(x) < =35 em IB,(xg) e
F(z,u(x), Dy(x), D*¢(x)) > f(x), q.t.p. em B,(x). Como C?*(Q) é denso
em W?P(Q) podemos escolher uma sequéncia o, € C?*(Q) tal que ¢, — ¥

uniformemente sobre B, (7o) e satisfaz |[¢n — ¥[lyy2.(p,, (2y)) — 0- Definamos

zo)

Wy = U — Q.

Dessa forma, para algum n suficientemente grande, temos que gl(éx) w, > 20 e
r(Z0

w, < —2§ em 0B, (x9), pois caso contrario, isto é, se m(zix) w, < 20, teriamos
(0

|(w = wn)(0)] = [30 — wn(xo)| > [30 — 20] = [d],
ou seja,
§ < [(w—wy,)(xg)] = 0 quando n — oo,

o que contradiz o fato de que d > 0. Por outro lado, se tivéssemos w,, > —20,

como w < —30, entao
lw, —w| > | —w— 2| > |30 — 25| = ||,
consequentemente,
d < |w, —w| =0 quando n — oo,

o que, novamente, contradiz o fato de que d > 0.

Pelo Lema (3.12), w,, é subsolucao C-viscosidade de
Pra(D*wy) = y[Dwn| < gu(z) em Ba (o),

em que g,(z) = f(x) — F(z,u(z), Do,(z), D*¢,(z)) é continua. Ademais,
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temos que

gn(2) = f(z) = F(z,u(x), Dpo(x), D*pn())
< F(x,u(w), DY(x), D*P(x)) — F(z, u(x), Dpn(w), D*pn(x))
< PiAD* (@ = 9a)) +9D(W = 9a)l atp. em Bi(w).

Em particular, g7 (z) < (PyA(D*(¢ = ¢n)) +7[D(1) = ¢n)|)*. Logo,

[ a@lraes [ [P0 = g0 #9100 — e P

B, (:L‘())

Note que

[PYA(D* (W = n)) + 7D = @n)ll < [PYAD* (¥ = @n)) |+ VI[D(Y = ¢n)]
= [Atr(D?*(¢ — ¢n))”™ = AMr((D*(¢ = ¢n)) T+ 7D — )l
< [Atr(D*(¥ = @n)) 7| 4 [Atr(D2(4 = ¢0))*| + 9D — on)l.

Consequentemente,

[PYA(D* (@ = ¢n)) + 7D — @n)l?
< (JAtr(D?(¢ = @)~ | + [M(D?(¥ = 0a)) T+ 71D = @a)])"

Por (2-1), segue que

IPYA(D*( = @) + D — @) P
< 227 (|Atr(D* (9 — ) 7P 4 [MT(D? (Y — @) TP+ 921D (Y — ) P) -

Deste modo, integrando ambos os lados da desigualdade anterior em B, (zg),

elevando ambos os lados a 1/p e usando (2-2), obtemos que

S =

( / I =) D0 - gon>|rpdx)

M PRCCEE gon>>—|7’dx);

+A< [ - %»ﬂpdx) '
By (z0)

([ PRCCE son>|pdx>;’] .

<o
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Como A < A, segue que

=

( / TP = )+ 11D(0 - gon>||pdx>

p—1 A 9 _ i P
( / D= ) \dx)

<27

" (A /Br(xo) |tr(D2(w - w”)>+|pdx> p

+<fy / D =) dx) ] ,

ou seja,

|PEAD? (W = ¢n) + 4D — )| L#(Br (x0)
2" (A (D2 = @n))™ oy TN (% = en*
Y IDW = o)l o5, o))
9% <2A I(D*(w = n))
< o5 <2A (D2 = )
+11% = Pall 1o (5, (a0
<95t ey (H(D2(w ~¢n))

1% = Pall 1o, (w0 -

IN

LP(Br(x0))

IN

iy F 1P = el oy )

I R LN P

sty + 1P = 2y

em que C] = max{2A, v, 1}. Dessa maneira,

[PYAD* (W — 00) +71D@W — )]

pay = O nllwens o

em que C' = 2%101 ¢ uma constante limitada. Como [|¢) — @u|yy2.,(g, (2g)) — 0
quando n — 0o, segue que HP;CAD2(7,0 —n) +7| D — gpn)|HLp — 0 quando

n — 00. Como

|(PEAD* (W = @) + 41D — o))"

LP(Br(x0))
< [PEaD*w = 0) +91D@ = D), 5
obtemos que
- + _
Jim Hgn B o)) 0 quando n — oo. (3-20)
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Seja € > 0 e consideremos w;, a sup convolucao de w,, para todo n € N;

ou seja,

w; (z) = sup <wn(z) _ = :1:|2>
2)

2€Bor( 2e

Definamos w := w;,, que é semiconvexa, pelo Lema 3.14, e satisfaz
Pia(D*w) — 4| Dw| < gn(x) q.t.p. em By(xo),

1
em que Jn() = max{g,(2) : [z — 2] < Cy/e} e c =2 ||w||ioo(Br(m0)-
Como wi — w, quando ¢ — 0, uniformemente em B,(zg), para &
pequeno temos que max w;, > e wi, < — em 9B, (xg), pois, caso contrario,

By (xg

isto €, se m(éx) w,, < 0, terfamos
r{Z0

|(wn = wp) (o) | = 20 — wp(wo)| > [20 — 6] =4,

ou seja,

§ < |w(zg) — wi(xg)|] — 0.

contradizendo o fato de que & > 0. Logo, segue do (PMG) para fungoes
semiconvexas que
0 <

T

L?(By(z0))
Mas §, — ¢, uniformemente quando ¢ — 0, consequentemente, g — g

uniformemente quando € — 0, logo,

i< o

. -21
LP(Br(z0)) (3-21)

Passando o limite quando n — oo em (3-21), temos que

0 < lim ng{ LP(B,(x0))

n—oo

Mas isso contradiz (3-20), uma vez que 6 > 0. Esta contradicio advém de

supor que u nao é uma subsolucao LP-viscosidade de F' = f em (). [

Lema 3.18 Sejam F' satisfazendo (CE) e f € LP(Q). Se u é uma subsolugao
(supersolugdo) LP-viscosidade de F' = f, entdo u também é uma subsolugao

LP-viscosidade de
P;A(D%) — v|Du| + F(z,u(z),0,0) = f(x)
(respectivamente, uma supersolucio LP-viscosidade de

PIA(D%) + v|Du| + F(x,u(x),0,0) = f(x)).
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Demonstragio. Queremos mostrar que para toda 1 € W2P(Q) tem-se
Pra(D*()) — 7| DY ()] + F(z,u(x),0,0) — f(z) <0z € By ()
Mas segue de (CE) que
Pra(D*)()) = 1| DY ()] < F(z,u(x), Dp(x), D*p(z)) — F(z,u(z),0,0),
ou seja,
Pya(D*(2)) = v|Dy(@)] + F(z,u(x),0,0) < F(z,u(z), Dp(x), D*¢()).
Subtraindo f(z) em ambos os lados desta ultima desigualdade, temos que

Pra(D*(@)) =Dy ()] + F(z,u(x),0,0) — f(z)
< F(z,u(), Dp(z), D*¢()) — f(2).

Como, u é subsolugao LP-viscosidade de F' = f, segue que

Pia(D*(@)) = v DY (@)] + F(z, u(z),0,0) — f(z) <0,
como queriamos provar. [ |

3.3
O Principio do maximo de Aleksandrov-Bakelman-Pucci

Nesta secao, iremos demonstrar o principal resultado deste trabalho,
nomeadamente, o Principio do Maximo de Aleksandrov-Bakelman-Pucci
(ABP). Inicialmente, introduzimos alguns conceitos e resultados que nos sao
necessario para demonstrarmos o Principio do Maximo ABP. Comegamos

definindo o que sdo envelopes concavo e convexo de uma funcao.

Defini¢ao 3.19 (Envelopes concavo e convexo) Seja u € C(Q2). O
envelope concavo de u no dominio Q é a fungio TV : Q — R definida

como
M (2) ;= mf{h(z) =a+b-r:ac ROER e u(x) <a+b-x}.

Por outro lado, o envelope convero de u é a funcao I',, : Q@ — R definida

como

I, () :=sup{h(z) =a+b-v:a cRbER e u(zx) >a+b-z}.
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Dessa forma, definimos o conjunto de contato de u por
K*(u,Q) :={x € Q:u(r) =T(2)}.

Considerando U C § um conjunto aberto arbitrario, podemos

caracterizar K*(u,U) da seguinte maneira:

KY(u,U) = {z € Q:3p e R tal que u(y) <u(z) +p-(y—z) Yy € Q}.

K~ (u,U) := {x € Q:3p € R tal que u(y) > u(z) +p- (y —z) Vy € Q}.

Em seguida, vejamos algumas propriedades do conjunto de contato
superior. Com esse fim, considere (£2,),eny uma sequéncia de subconjuntos de

Q. Ou seja, para todo n € N, Q,, C Q. Dizemos que (£2,,)nen cresce para €2 se

n=1
Lema 3.20 (Estabilidade do conjunto de contato) Sejam (£2,)neny uma
sequéncia crescente para § e (U, )nen uma sequéncia de fungoes, uy, : Q, — R.
Suponha que existe uw € C(Q) tal que u, — u uniformemente sobre cada €.
Entao:

a) limsup K (u,,Q,) C Kt (u,Q);

n—oo

B) tim sup [ K (1, ©,)] < | K (0, Q)]
n—oo
c¢) Denote por K, (u,U) o conjunto
KM (u,U)={x e U:3pe B, tal que u(y) <u(z)+p-(y—x) Yy € U}

Entao limsup K (u,, Q) C K, (u, Q).

n—oo

Uma prova deste resultado pode ser encontrada em [22, Lema 1.21].
Para demonstrar o Principio do Maximo ABP, necessitaremos do seguinte

resultado.

Teorema 3.21 (Teorema de Aleksandrov) Seja u € C(Q) uma fungao
semiconvexa, com constante de semiconveridade € > 0. Entdo, u é duas vezes

diferencidvel q.t.p. em S, isto é, existe uma fung¢do mensurdvel M : Q — S(d)
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tal que

u(y) = uw(x)+(Du(z), y—x>+; (M(2)(y — 2),y — ) +o(ly—=[*) g.t.p. em Q.

Além disso,

1
M(z) > ——=1 q.t.p. em Q.
€

Para uma demonstragao deste resultado, consulte [23, Teorema 14.1].

No teorema anterior, M representa a matriz Hessiana de u. Ademais, por
Jensen [15], sabemos que D?*us — M q.t.p. em © quando § — 0, em que ugs é
a suavizagao padrao de u.

Em seguida, demonstramos o Principio do Médximo ABP com a hipdtese
do termo fonte f ser continuo. Usaremos esse resultado para demonstrar nosso

resultado principal, usando um argumento de aproximacao.

Teorema 3.22 (Principio do maximo ABP com f continua) Seja u €

C(Q) uma solugio L-viscosidade para
Pia(D?u) —~[Du| < f em QN {0 < u}, (3-22)

em que f € LYQ)NC(Q). Entdo existe uma constante C = C(d, \, diam(£2)) >
0 tal que

supu < supu’ + Cdiam(Q) Hf*
Q

Q o LA(K+ (w) |

Similarmente, se u € C(Q) é uma solugio L-viscosidade para
f < PA(D*u) +4|Du| em QN {u <0}, (3-23)

em que f € LYQ), entdo existe uma constante C = C(d, A, diam(Q2)) > 0 tal
que
supu~ < supu_ + Cdiam(Q2) Hf_

Q o9 LYK~ (u) |
Demonstragao. A priori, definamos ry > 0 como
1 N
ro = ———— (supu —supu’ |.
*7 diam(Q) o an

Para r < rg, consideremos p € B, e denotemos por zo € { um ponto de

méaximo da funcdo w(x) = u(z) — p - z. Ou seja, para todo = € , temos que

w(z) =u(x) —p-x <u(xg) —p-xe=w(z).
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Somando p - x em ambos os lados desta desigualdade, ocorre que

u(z) <u(zg) —p-zo+p-x

I~

= u(xg) +p- (z — x0)
< u(zg) + |p| - diam(£2) (3-24)

para todo z € Q.
Note que zg é um ponto interior de . Deveras, por (3-24), podemos
concluir que

supu < u(zp) + |p| - diam(Q).
Q

Como p € B,, entao |p| < r < ry. Consequentemente,

supu < u(xg) + ro - diam(2)

Q
= u(zy) + supu — supu™,
Q o0
Deste modo, como ut > 0, obtemos que
0 <supu’ < u(xg). (3-25)

o0

Donde conluimos que xy é ponto interior de €2, pois, do contrério, se (3-25) é

valida e xy € 0€2, entao

u(zo) = supu® < u(wy),
o0
o que é um absurdo.
Por hipétese, u € C?*(2), ou seja Du e D?u existem e sdo continuas.
Deste modo, derivando w, obtemos que Dw = Du — p. Como zy é ponto de

maximo de w, decorre que
0 = Dw(zo) = Du(zo) — p,

isto é, Du(xy) = p. Derivando w uma segunda vez, temos D?*w = D?u. Por zg

ser ponto de méaximo, segue que
D?u(xq) = D*w(zg) <0,

ou seja, D*u(xq) < 0.
Uma conta andloga a que fizemos para mostrar que u(zg) > 0 nos

permite concluir que u(z) > 0, para todo z € K, (u), o que implica que
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KF(u) € {u > 0}. Além disso, temos que D?*u < em K, (u). De fato, seja

x € K (u) e considere a fungao

Temos que h < 0, por definicdo de K (u), e h(z) = 0. Logo h assume
um méximo em x. Por esse motivo, D?h(z) < 0. Como D?*h(z) = D*u(x),
concluimos que D*u(x) < 0.

Notemos ainda que K (u) C ¢ fechado, pois u € C?*(2) (em particular,
u € C(R)), o que implica que a fungao u(y) — u(z) — p- (y — x) é continua
em 2. Além disso, como 2 é limitado, K" (u) também o é. Logo, K,/ (u) é um
conjunto compacto.

Definamos o conjunto
S, :={q € B, : ¢ = Du(z) para algum = € K (u)}.

Observe que S, C B,. Por outro lado, temos que B, C S,. Logo, B, = S,.
Agora, tomemos k > 0 a ser escolhido mais a diante na demonstracao e fagamos

a mudancga de variavel p = Du. Entao, segue que

1-d 1—d
/ (Ipla + x77) dp:/I<+()(|Du’0li1+/£fiil) | det(D%u)|da

1—d
:/ (1Dul7 + 57) " | det(—Du)|du.
K (u)

(3-26)
Lembremos que para M € S(d), com M > 0, temos
tr(M) I
det(M) < — (3-27)

Como D?u <0 em K, (u), entdao —D?*u > 0 em K, (u) e aplicando (3-27) com
—D?u, (3-26) torna-se

1-d 1-d [ —¢ D2 d
[ ) s [ (pu )™ (FH)
B, K (u) d
(3-28)
Por hipotese, temos que

Pia(D?u) —~|Du| < f em QN{0 < u}.
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Pelo fato de que D*u < 0 em K, (u), decorre que
Pia(D?u) = Mr((D*u)”) = —=Atr(D?u)
em K, (u). Deste modo, como K, (u) C {u > 0}, segue que
—Atr(D*u) — y|Du| < f < f

em K (u). Equivalentemente,

Y| Du| + f*

tr(D?*u) <
H(Dh) < T

(3-29)
Substituindo (3-29) em (3-28), obtemos

) ety (Dl £
/TOpld_ ) dpg/m*(u) (1Dul -+ ) (dA dr.
(3-30)

De (2-1), segue que
AN w (£
(vIDUH ) <ot (5 pupt + U

d(f+)4 Duld ( £+
<t (ot U e D)

d—1

+\d d-1
_ 2d—1 "Yd“‘ (f d) ) (|Du|d—|—lid) =1
KR

Como 1/(d — 1) <1, por (2-2), concluimos que

+\ ¢ + 1
<7|Du| + a2l > < 2471 (7 (f ) ) <|Du|d I ‘I—I{%)d . (3-31)

Combinando (3-30) e (3-31), obtemos que

W ai-d od—1 (f)
/ (‘p’dq + 5%1) dp < i e <f}/d T p: dx. (3-32)

T

Aplicando agora (2-1) com a = |p\d%1, b= kT ek =d— 1, concluimos

que
(Ipla + ra'1)" " < 222 ((p|? 4 ).
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De modo equivalente,

_ 1 _d_ _d_\1-d
92 dm < (lp’dq + qu) .

Integrando ambos os lados da desigualdade em relagao a p, sobre B,., temos

_ 1 _d_ _da \1-d
22 d/B deﬁ/ (’p|d’1 +’€d’1) dp.

Entao,

227d

(d)] G 22—d/ L 4
2 am () - N
d e 5, [Pl R
1-d
S/ (Ipl7 + k77) " dp
B

T

2d-1 . (’yd—i- (fJ;)d> de.

< —
- dd)\d K;F u K

A vista disso,

pd 92d3 (f+)d
h(l—+1| < ——— d dz.
. (/@d + ) ~ diN\a(d) /Kj(u) (V + K o

Aplicando a exponencial em ambos os lados da desigualdade anterior, obtemos

i 92d-3 (f+)d
—4+1< S d dz | .
K4 Tl exp <dd)\doz(d) /Ki(u) (7 + K4 o

Subtraindo 1 de ambos os lados da desigualdade e multiplicando toda a

que

desigualdade por %, temos

5 ) )

em que C)(d) = 22973 /da(d). Ou seja,

d d +\d
r< <exp (C;(d ) /K+(u) vz + Ci\(d ) /K+(u) <f,_€d) dx> — 1) K,  (3-33)

Agora, escolhemos

=

I e )
o A

Entao,
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Gl [ Uy, G X,
X Tt R A Skt ||f+||id(Kj(u))
- [y
I Lt (uy) 4 K )
. Ol(d) + d
AT Hf LAHE ()
LA(K ] (u)) ’
= C1(d). (3-34)
Dessa maneira, (3-33) torna-se
i i
(exp (Cl(d) / N <)\ + 1) dx) — 1)
K" (u) +
T S \ Hf Ld( K+ )) (3_35>
Como

supu < supu’t + rodiam(Q),
Q o0

concluimos que

supu < supu’ + Cdiam( Hf+
Q o9

LK (u)
(exp <C1(d)/ (XZ 1) dx) — 1) !
C = K (w L .

Assim, fica demonstrada a estimativa para o caso em que u € C?*(Q) N C(Q).

em que

Em seguida, removemos a condigao de que u € C?*(2) e demonstramos
a estimativa para o caso em que u € C(£). Podemos fazer isso usando a sup

convolucao de u. Pelo Lema 3.16, temos que

Pia(D*w®) = 4| Duwf| < fo(w) em Q.

||UHL<>0<Q))1/27

em que

felx) = sup f).
lz—y|<2(ellull oo () */2
maneira demonstragao anterior.

Prosseguiremos de analoga a

Consideremos r < ry e definamos

€ .
/’”0 -

1
- e __ e+
diam Q) (sgpu sglﬂp(u ) > :
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Conforme vimos no Lema 3.15, u° — wu uniformemente. Dessa forma, ainda
temos r < rf, para € > 0 suficientemente pequeno. Consequentemente, para
todo e pequeno, temos que K, (u) é um subconjunto compacto de €.

Seja uj a suavizacao padrao de u®. Para § > 0 suficientemente pequeno,
temos que 3-26 e 3-28 continuam vélidas u§ no lugar de u, e, dessa forma,

obtemos que
1-d 1-d

/‘@wﬂ+qu dp:/ (1Dug| 7 + k77) | det(D%u5)|dx

K (uf)

1-d [ —tr(D2us) \ ¢
g/ (\Duﬁ]%—i-/ﬁd%l) <w> dz.

K-‘r(us) d
(3-36)

Objetivamos, agora, passar ao limite quando 6 — 0 em (3-36). De fato,

uj : s — R, em que os conjuntos €25, C €25, se 6y > 61. Além disso,

Q=J 9.

>0

Entéao, a familia {Qs}s cresce para 2. Logo, pelo item (iii) do Lema 3.20, temos
que

limsup K (u5) C K (u®).
0—0

Outrossim, lembremos que D*u§ — D?*u® q.t.p. em Q2 e
1 2, € +/,.€
—EISDu(ngemKr(u).

Como consequéncia, podemos passar ao limite quando § — 0 em (3-36) para

obtermos que
1-d 1-d [ —tr(D?*ué d
/ (!p|ri1 + Iid%l) dp < / (]Du5|d%1 + m%) <r(u)> dx,
. qu’(us) d
(3-37)

ou seja, (3-26) e (3-28) podem ser escritas trocando u por u°. Um célculo

analogo ao feito no caso anterior nos permite concluir que

i i
el Gor)o)

A

+
g

(3-38)

LYK (we)) |

Passando ao limite quando ¢ — 0 em (3-38), pelo item (iii) do Lema 3.20 e
pela continuidade de f, temos que (3-35) é vélida para u € C(2) e, portanto,
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concluimos a prova do teorema. [ |

Agora, definamos uma condi¢ao de cone exterior.

Definicao 3.23 (Condigao de cone exterior uniforme) Seja Q@ C R?
aberto e limitado. Dizemos que §2 satisfaz uma condicao de cone exterior se
existem 1,0 > 0 tais que, para todo x € 0S), € possivel encontrar um cone C

de abertura 0 e vértice na origem satisfazendo
(z+C)N B,(z) C R*\ Q

O lema a seguir trata da existéncia de solu¢des LP-forte para as equagoes
governadas pelos operadores extremais de Pucci. Para uma demonstracao,

sugerimos ao leitor que veja a Proposigao 1.16 em [22].

Lema 3.24 (Existéncia de solugdes LP-forte) Suponha que Q C R?
satisfagca uma condi¢ao de cone exterior. Sejam f € LP e g € C(0N), para
p > po. Entdo existem u,v € W2P(Q) N C(Q) satisfazendo

Pia(D*u) +~[Dul < f em Q

P;A(DQU) —y|Dv| > f em Q

no sentido LP-forte, com u=v = g em 0). Além disso, existe uma constante

positiva Cy = Cy(d, v, A\, A, diam(R2)) tal que as fungoes u e v satisfazem

) _d
HuHLOO(Q’) ) HU“LOO(Q) < ’W”Lw(aﬂ) + (d1am(Q))2 r-Cy- HfHLP(Q) - (3-39)

Igualmente, para todo Q' € €, existe uma constante positiva Co =

Co(d, p,v, A\, A, diam(Q), dist (', 00)) tal que

HUHWM(Q/) g HUHWM(Q') < C2(H¢HL°°(39) + HfHLp(Q))- (3-40)
Finalmente, podemos provar o Principio do Maximo ABP com o termo

fonte f € L4(Q).

Teorema 3.25 (Principio do maximo ABP) Seja u € C(Q) uma solugdo

Le-viscosidade para
Pia(D*u) —~|Du| < f em QN {u> 0}, (3-41)

em que f € LYQ). Entdo existe uma constante C = C(d, \,diam(Q)) > 0 tal

que

< + Cd Q +
supu_sug)u + Cdiam( )Hf LA(K+(u))

Q 0
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Similarmente, se u € C(Q) é uma solugdo L-viscosidade para
f< 'PIA(DZU) +v|Dul em QN {u< 0}, (3-42)

em que f € LYQ), entio existe uma constante C' = C(d, \, diam(Q2)) > 0 tal

que

- < ~ 4+ Cdiam(Q) || f~ :
s%pu _S(;lﬂpu + C'diam( )Hf LK~ ()

Demonstracao. Faremos a demonstragao para o caso em que u ¢é solucao de
(3-41); o caso em que u é solugao de (3-42) segue se maneira andloga.

Consideremos uma sequéncia (fn)neny C  L4Q) N C°(Q) tal que
| fr — fHLd(Q) — 0, quando n — oo. Pelo Teorema 3.24, existe, para cada
n € N, uma solucio Li-forte @, € W24(Q) N C(Q) para

{ Pia(D?¢,) +9|Dg| < fu—f em Q,

3-43
on = 0 em Of). ( )

Além disso, temos que
nll i@y < € (Il o + 1o = Fllpscay) -
Como ¢, =0 em I e || f, — fll L4y — 0 quando n — oo, segue que

lonll Loy — 0

quando n — oo.
Por outro lado, pelo Lema 2.17, e pela desigualdade triangular reversa,

temos que

P):A(DQU + D%*p,) < PIA(D2<pn) + ,P/\iA(DQU)

—|Du — Dp,| < ~|Dpy| = | Dul.

Definamos a funcéo auxiliar w := u+¢, = [[¢n || 1 (q)- Entdo, Dw = Du+ Dy,

e D?>w = D?u + D?p,. Consequentemente,

D*py) 4+ Py a(D?*u) + 7] — Doy| — 4| Dul
D?*¢y) 4+ | Dipn| + Py (D*u) — | Dul.
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Pela hipdtese de que u é solugao LP-viscosidade de (3-41) e pelo fato de
que ¢, satisfaz (3-43), segue que

P)\_,A(D2w) _’7|Dw| < fn - f+f = fn

Visto que ¢, < [[@nll oo (q): OCOIITE quUe, se x € {w > 0}, entdo

0 <w(z)=u(z)+ ¢n(z) — ||90nHLoo(Q)

< u(

8

)+ lenll poe oy = lnll ooy

= u(a),
ou seja, x € {u > 0}. Logo, {w > 0} C {u > 0}. Deste modo,
P;A(D%U) —v|Dw| < f, em QN {w > 0}.
Como f,, € C(Q), aplicando o Teorema 3.22 para w obtemos que

sgp(u + on = llenll o) < S;Qp(u + ¢@n = l@nll oo ()™

+ Cdiam(Q) | £

LAK+ (w))

Passando o limite quando n — oo na desigualdade precedente e usando o Lema

3.20, concluimos, portanto, que

supu < supu’ + Cdiam(Q) Hf+ LA(K+(u))

Q o0

|
Uma aplicacdo do Principio do Maximo ABP é o principio de
comparagao. Este resultado nos permite concluir que, sob determinadas
hipéteses sobre o operador, se a equagdo possui uma solucao LP-viscosidade
e uma solucdo LP-forte, de modo que elas sejam comparaveis na fronteira
do dominio, entao elas sao comparaveis, da mesma maneira, no interior do
dominio.
Na sequéncia, enunciamos e demonstramos o principio de comparagao no

contexto das solugoes LP-viscosidade.

Teorema 3.26 (Principio de Comparagao) Sejam F satisfazendo (CE),
f € LP(Q) e suponha que o (PMG) seja vdlido. Sejam u,vp € C(Q),
suponha que u € uma subsolugio (supersolugao) LP-viscosidade e que 1) € uma
supersolugio (subsolugio) LP-forte de F = f em Q. Seu < (u > ) em 09,

entao u <Y (u>1) em Q. Em particular, se u, sdo, respectivamente, uma
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solugdo LP-viscosidade e uma solu¢io LP-forte de F' = f em ), e u = ¢ em
0f), entdo u =1 em Q).

Demonstracao. Trataremos apenas o caso em que u € uma subsolucao
LP-viscosidade e 1 é uma supersolucao LP-forte. Definamos w = u — ¢. Entao
w < 0 em 0f), uma vez que, por hipdtese, u < 1 em 02. Como u é uma
subsolucdo LP-viscosidade de F = f, entdao para toda ¢ € W2P(Q), sempre
que € >0, O C Q é aberto e

F(z,u(x), Dp(z), D*p(z)) — f(x) > & q.t.p. em Q, (3-44)
u — ¢ nao pode ter um maximo local em O. Definamos agora
G(x,r,p, X) i= F(z,r +(2),p+ D(2), X + D*¢(x)) — f(2).

Como 1) € W2P(Q), entdo w € C() e é solucao LP-viscosidade de G < 0.
De fato, sejam ¢ € WQ’p(Q), e>0eU C tais que

loc
G(z,w(x), D(z), D*¢(x)) > ¢ q.t.p. em U.

Verifiquemos que, sob essas condigoes, w — ¢ nao pode ter um maximo em U.

Pois bem, como

G(z,w(z), Dp(z), D*¢(x)) = F(z, (w +¢)(x), D(¢ +¢)(x), D*(¢ + ¢)(x))
— f(x)
= F(z,u(z), D(¢ +¥)(2), D*(¢ + ¥)(x)) — f(2),

tomando ¢ = ¢ + ¢ em (3-44) e O = U, temos que
F(z, (w+ ) (), D(¢+¢)(2), D¢+ ¥)(z)) = ¢ q.t.p.em U
eu—¢=u~—(¢+1) nio pode ter um méximo em U. Mas
w—¢p=u—yY—dp=u—(d+).

Ou seja, u — ¢ = u — (¢ + 1) ndo poder ter um maximo implica que w — ¢ nao

pode ter um méaximo em U. Logo, w é solugao LP-viscosidade de G < 0.
Agora, como 9 é supersolucao LP-forte de F' = f e F satisfaz (CE) e o

(PMG), pelo Lema 3.9, segue que ¢ é supersolu¢ao LP-viscosidade de F' = f.
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Com isso, temos que w ¢ solucao de viscosidade de H < 0, em que

H(z,r,p,X) = F(z,r +1(x),p+ Di(x), X + D*)(x))
_F(xaw(x)aDw<x)7D2w(x))

Note que, como F satisfaz (CE), H também a satisfaz. Com efeito, sejam
X,Y €S(d), p,qg € R* e r,s € R. Temos que

H(z,r,p,X) — H(x,5,¢,Y) = F(z,r +1(x),p+ Dy(z), X + D*)(x))
— F(x,5 +(x),q+ D(x),Y + D*p(x)).
(3-45)

Como F' satisfaz a condi¢ao de estrutura, segue-se que

PyalX + D*p(x) — (Y + D*p(x))) = ylp + Dib(x) — (¢ + Do ()]
—wr((s + () = (r+¥(@))") < Flz,r +¢(x),p+ D(x), X + D*)(x))
—F(z,5+¢(2),q+ DY(x),Y + D*P(x))

< PaalX + D*(x) = (Y + D*p(x))) +7lp + Dip(x) — (g + Dijp(x))|
+wr((r+¢(x) = (s +¥(2))"7).

Assim,

PiaX =Y) —qlp—ql —wr((s —r)")

< F(z,r +¢(x),p+ Di(x), X + D*P(x))
— F(z,5+9(x),q + DY(x),Y + D*)(x))

<PIAX =Y) +7lp — gl + wr((r — s)F).

Usando (3-45), estas ultimas desigualdades acima reescrevem-se da seguinte

forma

P):A(X - Y) - ’Y|p - q| - wR((S - T)+) S H(I’,T7p,X> - H(xﬂsa(LY)
< ,P;:A(X —Y)+9lp— gl +wr((r—s)7).

Isto que mostra que H satisfaz a (CE). Entao, pelo Lema 3.18, temos que w é

solugao LP-viscosidade de
Pia(D*w) =y Dw| + g(w,w(z)) <0,
em que

gz, 1) = F(z,1 +¥(x), D¥(z), D*)(x)) — F(z,¢(z), Dy (x), D*¥(2)).
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Note que, como F é prépria, g(z,w(x)) > 0 em {0 < w}. De fato,
0 < w(x) implica que ¥ (z) < w(z) + ¥(x) e, portanto, pelo fato de F' ser

prépria, temos que
F(z,w(z) +¢(2), DP(z), D*)(x)) > F(z,¢(x), Dy (x), D*(x)),
isto ¢,
F(z,w(z) + ¥(z), D(x), D*(x)) — F(z,¢(z), Dy (x), D*(x)) > 0.

Logo, w é solucao de
Pia(Dw) — 5| Du| <0

e, pelo Teorema 3.25, temos que

supw < supw™.
QO o0

Como w < 0 em 9092, temos que wt = 0 em 0f), o que implica que
supw’ = 0. Ou seja, supw < 0. Mas, para todo z € 2, w(z) < supw. Assim,
Q

B Q
w(x) < 0 para todo z € €. Portanto, u < ¢ em €. |
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A
Notacoes

Aqui, reunimos algumas notagoes usadas ao longo do texto.

X X >0
o X1 = { 5 é a parte positiva da matriz X € S(d).

0, seX <0
-X X <0

o X = ¥ é a parte negativa da matriz X € S(d).
0, se X >0

d
o tr(X)=> ;¢ o traco da matriz X € S(d).
i=1
o argmix{u(x):x € Q} :={zx € Q: u(y) < u(zr) para todo y € Q} é o
argumento maximo da funcao u : 2 — R.

1
o ][ f(x)dx = f(z)dz é a média de f em B, (z).
B, (z) | B, ()] B, (z)

o Du=(2v .. 2u) 40 vetor gradiente de w.
811 ? ’ 8zd
7 . . 2
o D?u= (9;;u)!,_; é a matriz Hessiana de u, em que 0; ju = 82812@'

e |A| é a medida de Lebesgue do conjunto A.



