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Resumo

Albertacci Marques da Silva, Joel; Craizer, Marcos. Envoltérias de
retas bissetoras de poligonos planos. Rio de Janeiro, 2023. 90p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Uma reta bissetora divide uma regiao convexa do plano em duas partes
com &reas iguais. E natural estudar as envoltérias destas linhas bissetoras, que
em geral apresentam singularidades. O caso de poligonos é particularmente
interessante, pois existem diversas nocoes distintas de envoltérias discretas.
Nesta dissertacao, nés estudamos trés tipos diferentes de envoltorias discretas

de retas bissetoras e as conexoOes entre elas.

Palavras-chave
Envoltérias de familias de retas; Retas bissetoras de areas; Envoltérias

discretas; Cuspides discretos.



Abstract

Albertacci Marques da Silva, Joel; Craizer, Marcos (Advisor). Envelopes
of bissection lines of planar polygons. Rio de Janeiro, 2023. 90p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

A bisection line divide a convex planar region into two parts with equal
areas. It is natural to study the envelope of these lines, which in general
present singularities. The polygonal case is particularly interesting, since there
are several different notions of a discrete envelope. In this dissertation, we
study three different notions of discrete envelopes of bisection lines and the

connections between them.

Keywords
Envelopes of families of lines; Area bisection lines; Discrete envelopes;

Discrete cusps.
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No, try not. Do or do not. There is no try.

Master Yoda, Star Wars V - The Empire Strikes Back.



1
Introducao

A Geometria Diferencial é, de fato, uma area de pesquisa fascinante
dentro da Matematica como um todo. Suas aplicacoes se estendem a intimeros
campos da ciéncia, como os diversos ramos da Fisica, Engenharia, Computacao,
entre outros. Mais geralmente, a Geometria Diferencial desempenha um papel
fundamental na andalise de curvas, superficies e de forma mais geral, em
variedades (em dimensoes maiores). Em particular, podemos citar o estudo
sobre familias de curvas ao longo do plano, que é basicamente o que iremos
abordar neste trabalho. Sabemos que, em geral, sendo I um intervalo da reta,
uma curva plana pode ser definida como uma aplicacao v: I C R — R?, que
associa cada s € I a um ponto (71(s),72(s)) no plano. Dado um pardmetro ¢ €
R, podemos indexar as curvas de uma familia ndo enumerével (a cardinalidade
depende do conjunto de onde tomarmos o parametro ¢) de curvas planas. Em

termos de conjuntos, podemos pensar numa familia de curvas planas como:

U (w(1)) C R?
teR
Nosso foco aqui serd um objeto chamado envoltéria. Inicialmente, pode-
mos pensar em uma envoltéria como uma outra curva que tangencia todas as
curvas da familia em um ponto. Como estamos interessados em tangéncia, é
necessario que o conceito de diferenciabilidade seja cumprido em cada curva
da familia. Além disso, iremos considerar apenas curvas regulares.
Calcular a envoltoria de uma familia de curvas, digamos, fechadas possui

diversas aplicagoes praticas. Veja por exemplo a figura abaixo, retirada de
(VILCHES, 2009):

Figura 1.1: Uma familia de circulos em azul, e sua envoltéria em preto.

Conforme (VILCHES, 2009), este modelo é utilizado para estudar um
fendmeno chamado zona de auditibilidade dentro da Actstica. Determinar a

envoltéria de uma familia de curvas, em geral, ndo é uma tarefa simples e pode
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requerer calculos complicados e trabalhosos, e as vezes é necessario recorrer a
métodos numéricos.

Neste trabalho iremos fazer um estudo breve sobre a teoria das envoltérias
de uma familia de curvas planas, e posteriormente, sobre curvas planas fechadas
convexas. Nesta tultima classe de curvas, estamos interessados nas chamadas
retas bissetoras, as quais dividem o interior desta curva em regides com areas
iguais. Entao, dada uma curva fechada convexa, estamos interessados em
determinar a envoltoria de sua familia de retas bissetoras. Entretanto, conforme
ja explicitado, para determinar de tal envoltoria, normalmente envolve calculos
longos e complicados. Veja, por exemplo, na figura abaixo, um exemplo de
curva cuja envoltéria da familia de retas bissetoras é complicada de calcular e

é necessaria a utilizacao de métodos numeéricos:

Figura 1.2: Exemplo de curva convexa fechada

O objetivo principal deste trabalho ¢ utilizar a teoria estudada sobre
envoltorias de retas bissetoras em curvas convexas fechadas para estudar
tais envoltérias em poligonos convexos planos, isto é, dentro da Geometria
Discreta. Consequentemente, a partir dai, utilizaremos varidveis discretas,
e todas as construgoes e resultados analisados serao analogos aos obtidos
anteriormente no caso continuo. Além disso, o calculo destas envoltérias em
poligonos convexos é mais simples em termos computacionais. Veja na figura
abaixo, no caso de um tridngulo, a envoltéria de suas retas bissetoras (neste
caso, medianas) consiste em trés arcos hiperbodlicos concatenados. Observe
ainda que as retas bissetoras intersectam a envoltoria em trés pontos especiais,

os chamados cuspides.
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Figura 1.3: A envoltéria ‘H em vermelho

Veremos no decorrer do trabalho que esta envoltoria, a qual serd denotada
por H, sempre serd uma concatenacao de arcos hiperbdlicos.

Observe ainda na Figura 1.3 que cada reta bissetora conecta um cuspide
da envoltoria ao ponto médio do lado oposto do tridngulo. Apesar deste ponto
médio ser colinear a um par de vértices, é razoavel incluirmos tal ponto ao
conjunto de vértices do poligono. Baseado nesta importante observagao, iremos
considerar neste trabalho apenas poligonos com um ntimero par de vértices, isto
é, poligonos com 2n lados. No capitulo 2, veremos um tipo de parametrizacao
para curvas convexas fechadas, chamada parametrizacao de meia-area. Baseado
nisto, iremos trabalhar com uma classe de poligonos chamada poligonos de
meia-area, em que as diagonais que conectam vértices opostos, dividem o
poligono em duas regites com areas iguais. Apesar desta restri¢ao, os resultados
aqui estudados podem ser aplicados para qualquer poligono convexo.

Iremos estudar também outras duas noc¢oes de envoltoérias nestes poligo-
nos, que serao denotadas por M e &, as quais possuem propriedades que estao
diretamente relacionadas com a envoltéria H. De forma breve, dado um poli-
gono com 2n lados, a envoltéria M sera o poligono com n lados cujos vértices
sao os pontos médios das diagonais contidas nas retas bissetoras. E a envolto-
ria £ sera o poligono de n lados cujos vértices sao os pontos de intersecao das
retas bissetoras adjacentes.

Finalmente, supondo que conhecemos apenas a envoltoria H, iremos
determinar se é ou nao possivel determinar o poligono correspondente. E além
disso, veremos que conhecendo-se apenas as envoltorias £ e M a resposta deste

problema de recuperar o poligono original é respondida de forma mais simples.



2
Envoltérias de familias de curvas planas

Neste capitulo inicial, iremos fazer uma breve abordagem sobre conceitos
preliminares que sao necessarios para o desenvolvimento deste trabalho. Em
geral, iremos tratar de envoltorias de familias de curvas planas. Tais conceitos
envolvem determinados topicos de Geometria Diferencial basica e Analise
no R", e sendo assim, alguns resultados que serdo enunciados aqui, terao
sua demonstragdo omitida. Aqui a nossa principal referéncia serd (BRUCE;
GIBLIN, 1992), mas também usaremos como complemento (RIUL, 2015) e
(ALVES, 2014).

2.1
Nocao intuitiva

Primeiro, vamos mostrar aqui nesta se¢do, uma nogao intuitiva (sem
formalismo) e introdutéria do que a envoltéria de uma familia de curvas planas
representa.

Para fixar melhor a ideia, considere a familia de circunferéncias em R?

de raio unitario e centradas no eixo x, conforme a figura abaixo:

\m\;’fu': \ ‘n l:il\\l'l‘i'l
M "'

»
-.’w

\‘"‘l‘a'n\\n a'n'l’ﬁ\\n‘ I l' | Il' I"?l\\m\l
p'l!‘l]r‘mwu‘ ' Iil \!\" g W”W

Q:;—'::' e

A ” 'u A

Figura 2.1: Familia de circunferéncias de raio unitario, ao longo do eixo x.

Podemos indexar esta familia por uma variavel ¢ € R, de modo que para
cada t, obtemos uma circunferéncia centrada no ponto (t,0). Desse modo, para

descrever esta familia, temos a seguinte equacgao:

(z—t)+y*—1=0 (2-1)
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De forma intuitiva, a envoltéria desta familia de curvas é uma outra
curva que, a priori, pode ter seu traco completamente diferente das curvas da
familia. Mas de uma certa forma, estas circunferéncias parecem se "agrupar'ao
longo de uma outra curva, e além disso, cada circunferéncia é tangenciada
por esta outra curva. Esta outra curva mencionada (no caso da Figura 2.1),
evidentemente é dada pelo par de retas y = +1.

Veremos neste capitulo que existem diferentes defini¢oes para o conceito
de envoltéria. Entretanto, ainda no caso da Figura 2.1, observe que além de
cada circulo tangenciar o par de retas y = £1, temos que cada dois circulos da
familia com centros suficientemente préximos se intersectam em dois pontos
que se aproximam da retas y = 41, conforme estes dois circulos tendem a se
coincidir. Esta nova curva, que no exemplo que estamos analisando é o par de
retas y = +1, é a chamada envoltéria da familia de curvas planas (neste caso,

familia de circunferéncias).

2.2
Familia de curvas e sua envoltoria

Nesta se¢ao, veremos o conceito formal de envoltoria de uma familia
de curvas planas. Em geral, a literatura classica de Geometria Diferencial
considera uma funcao diferenciavel aquela que é de classe C°. De fato, para
este trabalho, é necessario que a funcdo que iremos analisar, seja de classe
C?. Sendo assim, quando for feito referéncia a alguma funcao diferencidvel,
estaremos considerando uma funcdo de classe C*, com k > 2.

Considere uma funcgao diferenciavel definida como:

F:R"xR-—R
(z,1) — F(,1)

Uma outra forma de considerar a funcao F' é como uma familia de fungoes
indexadas por t € R. Isto é, para cada t € R, defina: F;: R — R dada por
F,(x) = F(z,t). Além disso, suponha que 0 € R seja um valor regular de Fj,

Vt € R, o que é equivalente a dizer que sempre que F(z,t) = 0, entao existe

ie{l,...,r} tal que gf(x,t) # 0.

Proposicao 2.1 Considere A C R™ um aberto, o ponto v € A e suponha que
f(v) = c € R Seja f: A C R™ — R? uma submersio em v € A. Entao
existe uma vizinhanca V. de v em R™ tal que f~*(c) NV é uma variedade de

dimensao m — q em R™.

Prova. Pode ser encontrada em (BRUCE; GIBLIN, 1992). |



Capitulo 2. Envoltérias de familias de curvas planas 18

Pela Proposicao 2.1, e pelo fato de estarmos suponto que 0 é um valor
regular de F;, temos entao que a imagem inversa do 0, dada pelo conjunto
abaixo:

Cy:=F7H0) = {(x1,...,2,) ER"|Fy(x,--- ,x,) =0}

¢ uma variedade parametrizada de dimensao r — 1 numa vizinhanca de cada
ponto. Neste trabalho consideraremos, em geral, » = 2, obtendo-se assim uma

curva.

Observagao 2.2 Afirmamos que se 0 € valor regular de Fy, entdo também é
valor reqular de F'. De fato, conforme definimos, Fy(x) = F(x,t), temos que a

matriz Jacobiana de F' é dada por:

PR O o
oy T Oz, Ot

dF = | —

OF OF 8F]
gr; " Or, Ot

Como por hipotese 0 € valor reqular de Fy, entdo as r primeiras entradas da
sequnda matriz ndo se anulam simultaneamente para qualquer ponto (x,t) €

F~Y(0). Portanto, temos que F~*(0) é uma r-variedade parametrizada em
RT—}-I'

Pela observacao anterior, note entdo que F~(0) também ¢é localmente
uma r-variedade parametrizada. E sendo r = 2, temos entdo que F~1(0) ¢
uma superficie. Note ainda que esta superficie pode ser obtida fazendo variar
o indice t. De fato com esta variagao, iremos obter uma infinidade de curvas
Cy, a qual foi definida acima como sendo F, *(0). Logo, para obter a superficie
desejada, “movemos” C; para o nivel t ao longo da terceira dimensao do espago.

Abaixo, temos a definicao formal de envoltéria. Alguns aspectos técnicos

desta defini¢ao serao entendidos de forma mais clara na proxima secao.

Definicao 2.3 A enwvoltoria, ou o discriminante da familia F é o con-

junto:

D= {(a:l,...,xr) eR"Ft eR, F(x,t) = %f(x,t) —O}

Assim, pela Definigdo 2.3, para determinar a envoltéria, é suficiente

resolver o sistema de equagoes:

F(z,t)=0
aF( h—o (2-2)
ot Y T

Até aqui, estamos considerando z = (zy,...,z,) € R". A partir de agora,

iremos nos restringir apenas a curvas, e portanto usaremos a notagao usual

(z,y) € R% Abaixo temos alguns exemplos:
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Exemplo 2.4 Vamos considerar: F(x,y,t) = Fy(z,y) = (x — t)*> + y* — 1.
E evidente que Cy = F;1(0) = {(z,y) € R?|(xz — t)> +y* — 1 = 0} sdo
circunferéncias centradas em (t,0) de raio unitdrio, conforme vimos na se¢ao

anterior. Além disso, —(x,y,t) = —2(x — t). Logo, temos que:

ot

D={(z,y) eR*[t =z,y> =1} = {(2,y) e R?|y = +1}

como esperdvamos.

Exemplo 2.5 Considere agora uwma pardbola dada por y = x?. Podemos

considerar a sequinte parametrizagio: (t,t?). Assim, em qualquer ponto (t,t*) #
(0,0) da pardbola, temos a reta normal dada por 2t> + t(1 — 2y) —x = 0.

Vamos definir entao a funcao:
F(z,y,t) =26 +t(1 —2y) —x

Temos também que:

%i(x,y,t) =6t>+1—2y
A ideia € resolvermos o sistema F(x,y,t) = E(w,y,t) = 0 de forma a
eliminar o parametro t. Veja que ;;(x, y,t) = 0 obtemos 6t> = 2y — 1, donde:
t=+ (1),(2y —1) (2-3)

Agora, de F(x,y,t) = 0 temos: 23 +1(1—2y) —x = 0 = 263 +t(—6t*) —x = 0,

donde
2? = 16t° (2-4)

Substituindo-se (2-3) em (2-4) obtemos finalmente:
2727 = 2(2y — 1)*
Concluimos entdo que:
D = {(z,y) € R*|272% = 2(2y — 1)*}

Observe na figura abaizo, que D tem o trago de um ciuspide. Além disso, o ponto
onde ocorre a singularidade é justamente quando a derivada da curvatura da

curva y = 222 se anula, conforme esperdvamos.
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Figura 2.2: Em roxo, a parabola; em vermelho, a familia de retas normais; em
preto, o cuspide que representa D.

Exemplo 2.6 Considere a fungio: Fy(x,y) = xsen(t)+y cos(t)—cos(t) sen(t).
Note que:
Ce = F71(0) = {(z,y) € R?| Fy(w,y) = 0}

representa uma familia de retas. Temos que:

OF
E(JB, y,t) = xcos(t) — ysen(t) — cos(2t)
Para resolver F(x,y,t) = —(x,y,t) = 0 podemos proceder com:

ot

sen(t) (i, 1) + cos(t) o (2, y,1) = 0

0 que nos dd:
x = cos(t) sen?(t) + cos(2t) cos(t) (2-5)

Substituindo-se a FEquag¢io (2-5) em F(z,y,t) = 0 e usando identidades
trigonométricas basicas, obtemos que: y = sen®(t). E substituindo este resultado

em F(x,y,t) =0, obtemos x = cos®(t). Assim, seque-se que:
D ={(z,y) € R?| a7 +y5 = 1}

Portanto, a envoltoria da familia F; é uma astroide. Veja a figura abaixo:
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Figura 2.3: Em preto, temos a familia de retas, em azul, a envoltoria D e em
vermelho uma das retas destacadas.

T
Exemplo 2.7 Vamos considerar desta vez a func¢io Fy(x,y) = t7+ 1— 1)
1, com 0 <t < 1. FEvidentemente, temos que:

Cr = F(0) = {(z,y) € R*| Fy(w,y) = 0}

¢ uma familia de elipses. Além disso,

aF( 0 —272 N 292
— I\ P
at Y t3 (1—1)3

Para resolver F(z,y,t) = —(x,y,t) = 0, vamos proceder da sequinte forma:

ot

oF
De E(as,y,t} =0, obtemos que:

2 t3yz
e =
(1—1)3

(2-6)

Substituindo-se a Equagio (2-5) em F(z,y,t) = 0 seque-se que: y* = (1 —t)3.

Finalmente, seque-se que

wlro
Wl

3 +y3 =1

E portanto, novamente obtemos a envoltoria como sendo a astroide.

D= {(x,y) € R?| a5 +y5 = 1}
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Figura 2.4: Em preto, temos a familia de elipses, em azul temos a envoltoria
D, e em vermelho, uma elipse destacada.

Note que os Exemplos 2.6 e 2.7 nos mostram que, duas familias de
curvas, embora com tracos completamente diferentes, podem possuir a mesma

envoltéria D.

2.3
Contorno aparente em superficies

Agora, nesta se¢ao, alguns detalhes técnicos a respeito da Definigao 2.3
serao esclarecidos. Nosso objetivo aqui é mostrar uma forma analoga, porém
em geral mais complicada, de determinar a envoltéoria D de uma familia de
curvas.

Em vez de iniciarmos a analise com uma familia de func¢bes F; como
fizemos anteriormente, vamos considerar uma superficie S regular e suave em
R3 com coordenadas (z,y,t). Sabemos que para todo k € R, a intersegdo de S

com o plano t = k resulta em uma familia de curvas de nivel no espaco.

Definicao 2.8 Sejam uma superficie S reqular e suave, e T,S o plano tan-

gente a S no ponto p. Dado um vetor v € R® fizo, defina o conjunto:

P, ={p € S| T,Sparalelo a v}
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Observacao 2.9 Em particular, neste trabalho, vamos sempre considerar v =
(0,0,1).

Definicao 2.10 Definimos como contorno aparente da superficie S, o
conjunto P, para v = (0,0,1). E, a envoltéria D serd a imagem da projecao

ortogonal de P, sobre o plano t = 0.

Exemplo 2.11 Considere a func¢io: F: R® — R dada por F(z,y,t) =
(x—t)*+y*—1. E claro que 0 é wm valor reqular de F, e portanto o conjunto

F~Y(0) ¢ uma superficie regular conforme a figura abaizo:

Figura 2.5: A superficie S = F~1(0).

Usando a notagao usual (VF(q)) para o gradiente da fungao F no ponto
q, e sendo v = (0,0,1), entdo o conjunto P, é formado pelos pontos q € S que

satisfazem a equagdo:

onde (,) € o produto interno candnico do espaco euclidiano.
Relembre da Definicio 2.3 que precisdvamos que —t(a:,y,t) =0, o que

por sua vez € equivalente a Equagao (2-7). Logo, temos que:
P, ={(t,£1,t) € R*|t € R}

Consequentemente, conforme vimos, a contorno aparente de S serd o
conjunto P,. Finalmente observe na figura abaizo, que o conjunto {(t,£1) €
R?|t € R} € exatamente a imagem da projecio ortogonal de P, sobre o plano

t =0, e portanto, a envoltoria D definida na secao anterior. Observe ainda que
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para cada parametro t € R, obtemos uma circunferéncia no plano, eratamente

conforme vimos anteriormente.

Figura 2.6: Ao longo da superficie S (em preto), temos o conjunto P, (contorno
aparente) que é um par de retas em laranja. A envoltéria D é o par de retas
y = £1 no plano (em roxo).

E novamente em relacao a Definigdo 2.3, precisamos que F(z,y,t) = 0
porque o ponto (z,y,t) tem que pertencer ao conjunto F~'(0). O leitor
interessado em mais detalhes técnicos a respeito do assunto pode consultar:
(BRUCE; GIBLIN, 1992), (RIUL, 2015) e (VILCHES, 2009).

Um fato importante é que existem outras defini¢oes de envoltéria. E além
disso, tais definicoes nio sao equivalentes a Definicao 2.3. E o que veremos nas

proximas segoes.

2.4
A envoltéria F;

Nesta secao veremos outra definicao de envoltéria. De qualquer forma,
como vinhamos fazendo anteriormente, considere a funcio F': R? — R dada
por F(x,y,t).

Veremos nesta se¢ao que E; possui um carater discreto. Resumidamente,
conforme (BRUCE; GIBLIN, 1992), a envoltéria F; é o limite de interse¢oes

de curvas C; = F; '(0). De uma maneira mais formal, temos:

Definicao 2.12 A enwvoltéria F, € o conjunto de pontos:

By ={(z,y) € R?| 32y, Yn, tn, 1, ER; 1, A1 V0 € N; F(2y, Y, tn) = F(xp, Yn, t,) = 0}
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Na definicao anterior, podemos supor sem perda de generalidade, que

t, <t ,Vn € N, embora tenhamos exigido que:

. _ . / .
A8t = 00t =

Além disso, precisamos que nll_{rolo Tp=1T€ nh_)rgo Yn =y, com (z,y,t) pertencente
ao dominio de F. Note que o fato de que F(zpn,Yn,tn) = F(zn,yn,t,) = 0
implica em (z,,yn) € Cy, N Cy ,Vn € N.

Teorema 2.13 Dadas as definicoes de envoltoria ja estudadas até aqui, temos

que: E1 C D.

Prova. Para algum n € N, defina a funcao real:

fTR—R
t — F(zp,Yn,t)

Observe que, por construgao, f é diferenciavel, e além disso, temos que:

f(tn) = F($naynatn) = F(‘Imymt;z) = f(t:z) =0

Observe ainda que como f é uma funcao real em uma variavel real, podemos
usar o Teorema de Rolle, que nos garante a existéncia de 7, € |t,,t [ tal que
f' (1) = 0. Como

lim ¢, = lim ¢ =1
n—oo n—oo

temos, é claro, que para todo n suficientemente grande, [t,, )] estd no dominio

de f. Agora, veja que:

OF
fi(m) = E(ﬁmymﬂz) =0
e assim,
. OF OF
nhﬂngo E(:Erw Yn, Tn) = E('xa Y, t) =0
Portanto, segue-se que Fy C D. |

Observe agora os seguintes exemplos:

Exemplo 2.14 Vamos considerar novamente F(z,y,t) = (v — ) + y*> — 1.
Neste exemplo, nosso objetivo é mostrar que Ey = D. Entao, usando o Teorema
2.13, € suficiente mostrarmos que D C Fj.

Dado (x,y) € D, temos que (z,y) € da forma (z,y) = (t,£1), t € R.

Podemos tomar, por exemplo as sequéncias t, =t — — et, =t+ —. Sendo
n n
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aSSZ.m, Seque-se que:
Ctn = {(9@'>y) € R? ‘ (I'—tn)Q —|—y2 — 1= 0}

Cy, ={(x,y) e R?*|(x — t,)* +y* — 1 =0}
Precisamos definir (x,,y,) € R? de forma que tenhamos (x,,y,) € Cy, N

Cy ,Vn € N. Assim, fivrado n € N arbitrdrio, basta resolver o sistema.:

(xn_tn)2+yg_1:0
(r,—t ) +12—1=0

n

Note que (z,, — t,)? = (x, — t.)?, donde:

Tp—t, T, >t
Ly — tn -
—T, +t, oz, <t
Observe que a unica alternativa é x, —t, = —x + t,, o que implica em

x, =t,Yn € N. E consequentemente, como y,, é um termo quadrdtico, obtemos:

1 1
Y =1/1— — eyn=—y/1— —;. Logo, a sequéncia (x,,y,) € dada por:
\ n \ n
1

1

Finalmente, note que como lim z, =t, lim y, =1 e lim y, = —1 , temos:
n—00 n—00 n—o0
F(xmy;utn) = F(Imy;wt;) = F<In=ygvtn) - F(S(Zn,yz,t;) =0

e que:
F(t,£1,t) =0

Portanto £, = D.
Agora, o exemplo abaixo, evidencia que em geral, E; # D.

Exemplo 2.15 Consideremos agora a funcio F = (x,y,t) = x — t*, com
k € N. Primeiro, vamos mostrar que se k = 2, entao 4 = D.

Fize (z,y) € D. Vamos considerar as sequéncias de niumeros reais:

th=t——et, =t+—. E claro que t, #t,,¥n € N e lim t, = lim t, =t.
n n n—00 n—00
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Além disso, vamos determinar o par de sequéncias x,,y, de forma que x,,y, €
Cy, N Cy de forma andloga a que fizemos no exemplo anterior. Isto €, vamos
n

resolver o sistema:
Ty — ti =0

T, — ()2 =0
Deste sistema, seque-se que:
t+ —
N L
n —t— =
n

1
donde podemos concluir facilmente que x, = — . Logo, temos que
n
F(xnaynatn) = F(lrnvynat:z) =0

e pelo Teorema 2.13, concluimos que E1 = D quando k = 2.
Para k > 2 e par, pode-se verificar de forma simples que D é o eizo y.

Agora, para k impar, isto €, para k = 2p + 1 para algum p € N U {0},

mostraremos que Ey = (0. De fato, se (x,y) € FEi, pela definigio, existem
Ty Yn,tnyt, € R tais que t, # t,Yn € N, lim ¢, = Jgrrolot; =te

(T, yn) € Cy, N Cy .Y € N. Assim, o par (z,,yn) deve satisfazer o sistema

T, — T =0

o (t;)2p+1 =0

Observe que para p = 0, é imediato que t, =1, , o que é uma contradi¢do. Além
disso, para um p € N qualquer, conclui-se que x, = t2’*1 = () )**! implica

emt, =t

n’

o que é um absurdo. Portanto, concluimos que neste caso, E1 = (.

Finalmente, o Exemplo 2.15 mostra que F; pode ser estritamente menor do

que D.

2.5
A envoltéria E;

Nesta secao, veremos uma outra definicdo de envoltéria. Nosso objetivo
aqui é analogo ao da secao anterior: concluir que F,, em geral, é um conjunto
estritamente menor do que D.

Definicao 2.16 Dada uma funcao F, a envoltoria Ey de sua familia F €

definida como o sequinte conjunto:

By ={(x,y) € R*|3y: A C R — R%regular, 3ty € R; v(to) = (z,y)}
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Além disso, para todo t € A, tem-se:
1. ~(t) € Cy, isto é, F(y(t),t) =0.
2. As tangentes a Cy e a v em y(t) coincidem.

Note que, decorre imediatamente da Defini¢cao 2.16 que o traco da curva

regular v esta contido em Fj.

Observagao 2.17 A condigcio (2) da Definigio 2.16 pode ser reescrita de

algumas formas equivalentes. Sao elas:

A (VE((1)),7(t)) = 0.
B Im(D~(t)) = Nuc(D Fy(y(t)))-

De fato, uma vez que o item (2) nos diz que as tangentes a C; e a ~(t)
coincidem, a equivaléncia entre o item (1) e o item A € imediata, pois a inica
possibilidade é que o vetor VF,(v(t)) seja ortogonal ao ' (t).

Agora, para verificar a equivaléncia entre o item (2) e o item B, vamos

primeiro considerar (x,y) € Im(D~(t)). Assim, existe b € R tal que:

(z,y) =Dy(t) - b= [%(t) : b]

a(t) - b

Dai, seque-se que:

D Fy(y(t)) - (z,y) = [aaz;;w( ) a;;w( >>] m; ' Z]
OF,

Isto €, (x,y) € Nuc(D Fy(y(t))). Reciprocamente, se tomarmos:

(z,y) € Nuc(D Fy(v(1))) \ {(0,0)}
teremos que:
DEOE) - (2,y) = 0= (VF(y({1)), (@,y)) =0
0 que implica na existéncia de A € R tal que:

(z,y) = M (t) = {%(t) : )\]

Ya(t) - A
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Isto €, (z,y) € Im(D(~(¢))).

Teorema 2.18 Temos que: Ey C D.

Prova. De fato, dado (z,y) € E, fixo, segue diretamente da Definigao 2.16 e
da Observagao 2.17 que existem curva regular v e tg € R com 7(tg) = (z,v)

tal que para todo t € R tenhamos:
1. F(y(t),t) = 0.
2. (VE((1),7(1)) = 0.

Do item (1) obtemos:

F(y(to), to) = F(z,y,t0) =0

Agora, derivando (1) em relagao a ¢, segue-se que:

OF OF . OF ,

B¢ (VO 5o (v(8):1) 310 + 5 (v(8), 8) - 12(8) = 0
0.0+ SE0) 0 + S H01) - (56 =0
O 8. + (VEG(0), /(1)) = 0
() =0
Em particular, %f(:c, y.to) = 0. Logo, (2,y) € D, donde E, C D. m

Agora, vejamos os seguintes exemplos:

Exemplo 2.19 Considere Fy(z,y) = (x—t)*+y>—1. Vamos mostrar aqui que
Ey = D. Para isso, considere (xz,y) = (z,£1) € D, e ~(t) = (t,£1). Assim,
temos que:

V(x) = (2, £1) = (2,9)

Dai, seque-se que:
1L F(yt),t)=(t—t)?*+(£1)*-1=0
2. (VE(y(t)),7'(t)) = ((0,£2), (1,0)) = 0.
Logo, (x,y) € Ey e portanto, aqui temos que Ey = D.

Exemplo 2.20 Consideremos agora Fy(z,y) = x—t*, com k € N. Afirmamos
que Ey = ).
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Para mostrar isso, suponhamos que exista (x,y) € Es. Pela Defini¢cao
2.16, existem curva regular v e ty € R tal que v(to) = (z,y). Além disso,

temos que:

(VE((t)),~'(t))
((1,0), (71 (1), 73(t)))
71 (1)

0
0 (2-8)
0

Mas por outro lado, como F(y(t),t) =0, seque-se que v,(t) = t*,Vt € R. Mas
isto é uma contradi¢io, porque pela Equagdio (2-8), temos que v;(t) =0, o que

implicaria que t é constante. Portanto, Ey = ().

2.6
A envoltéria E5

Nesta se¢ao, veremos de forma breve uma ultima definicao de envoltoéria.
Nosso objetivo aqui é analogo ao da secao anterior: concluir que Fs, em geral,
nao é igual a D. De forma resumida, conforme (BRUCE; GIBLIN, 1992), dada
a familia F}, a envoltéria F3 é a fronteira da regiao preenchida pela familia de

curvas (y. De uma maneira mais formal, temos que:

Definicao 2.21 Dada uma familia de fungoes Fy, a envoltoria E3 € o conjunto

de pontos (z,y) € R? que cumprem as sequintes propriedades:
1. Existe tg € R tal que F(x,y,ty) = 0.

2. FEriste (T,7) € R? arbitrariamente préximo de (x,y) tal que F(T,7,t) # 0

Novamente, mostraremos que E3 pode ser estritamente menor do que D

em termos de conjuntos.

Teorema 2.22 Temos que: E3 C D.

Prova. De fato, suponha que (x,y) ¢ D. Caso tenhamos que F'(z,y,t) # 0,Vt €
R, entdo obviamente hd uma contradi¢do com o item (1) da Defini¢ao 2.21 e
a demonstracao é concluida. Agora, caso exista t € R tal que F(z,y,t) = 0,
como (z,y) ¢ D, nos resta que:

OF

a(l”yaw 7& 0

0 que, por sua vez, implica que o plano tangente a superficie em (z,y,t)
nao é vertical. Logo, a proje¢do de F~(0) no plano t = 0, serd uma bije¢io

numa vizinhanga de (z, y). Mas em particular, para todo (Z,y) suficientemente
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préoximo de (x,y), existird £ € R tal que F(Z,7,t) = 0, o que nos leva a concluir
finalmente que = ¢ Fj. [

Vejamos abaixo alguns exemplos:

Exemplo 2.23 Novamente, vamos considerar a familia de fungoes dada por:
Fy(o,y) = (z =) +y* — 1

Vamos mostrar aqui que E3 = D. Como ja vimos, o Teorema 2.22 garante

que:
Es CD={(z,y) € R?|y = £1}

Dado (z,y) = (xz,£1) € D, precisamos mostrar que existe t € R tal que
F(z,y,t) = 0 e que existe (T,y) suficientemente prozimo de (x,+1) tal que

F(z,7g,t) # 0,Vt € R. De fato, consideremost = x, seque-se entio que:
F(z,+1,2) = (v —2)* + (£1)* —=1=0

Agora, five € > 0 arbitrdrio suficientemente pequeno, e tome (Z,7) = (x, £(1+
£/2)). Segue-se entio que F(Z,y,t) = 0,Yt € R. Portanto, seque-se que
E3 == D

Exemplo 2.24 Consideremos agora a familia de funcgoes dada por:

com k € N. Conforme jd vimos, para k impar, as retas dadas por C;*
preenchem todo o plano, e temos E3 = (). Mas para k par, as retas dadas por
C;t preenchem apenas a parte do plano que corresponde a {(x,y) € R?|, x >

0,y € R}, e E3 corresponde ao eizo y.

De forma analoga ao que concluimos nas se¢oes anteriores, temos entao

que o conjunto Fs3 pode ser, em geral, estritamente menor do que D.
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Curvas planas convexas

Neste capitulo, iremos aplicar a teoria estudada anteriormente sobre
envoltorias de curvas planas em um estudo sobre envoltérias de retas bissetoras
em uma curva convexa fechada, e para isso, a partir daqui iremos nos basear
apenas em (CRAIZER, 2022) ¢ (FECHTOR-PRADINES, 2015). Dada uma
curva fechada e convexa, dizemos que uma reta é bissetora, se tal reta divide
a regiao interior do seu trago em duas partes com areas iguais. De modo geral,
vamos estudar aqui a estrutura destas envoltorias, e em particular, estamos
interessados em determinados pontos deste objeto que passam pelas retas
bissetoras, chamados de ciispides.

Antes de iniciarmos, precisamos primeiro de mais alguns conceitos im-

portantes a respeito de curvas sob o ponto de vista da Geometria Diferencial.

3.1
Parametrizacao de meia-area

Antes de enunciarmos e demonstrarmos os resultados principais dessa

secao, vamos revisar alguns conceitos importantes a respeito de curvas planas.

Definicao 3.1 Uma curva diferencidvel plana fechada ¢ wma aplicacdo
v: I — R? diferencidvel de um intervalo I da reta real R no plano R?, e
sendo I = [a,b], dizemos que a curva 7y é fechada se vy(a) = ~(b). Além disso,

v € uma curva reqular, se v'(s) # (0,0),Vt € 1.

Embora as referéncias classicas de Geometria Diferencial considerem o termo
"diferenciavel"como sendo "infinitamente diferenciavel", aqui neste trabalho é

suficiente que a curva v seja de classe C2.

Definicao 3.2 Dizemos que uma curva plana regular v, ndo necessariamente
fechada, é convexa se para todo s € I, o trago v(I) de 7y estd totalmente
contido em um lado do semi-plano fechado determinado pela reta tangente em

S.
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Figura 3.1: Exemplos de curvas convexas e nao convexas. Fonte: (CARMO,
2010).

Na figura acima, os trés primeiros exemplos representam curvas convexas,
e os dois seguintes representam curvas nao convexas.

Considere uma curva plana convexa e fechada, parametrizada por
~v: I — R?, conforme as Defini¢coes 3.1 e 3.2. Para cada s € I considere
também a reta bissetora r(s) que passa pelo ponto 7(s) e, conforme explici-
tamos no inicio do capitulo, tal reta divide a curva em duas partes de areas
iguais. Sendo assim, vamos denotar por 7y(t) o segundo ponto de intersegao da

reta r(s) com v, onde ¢ = t(s). A figura abaixo ilustra esta situagao.

Figura 3.2: Elipse v e uma reta bissetora r(s) passando pelos pontos y(s) e

(t(s))-

De agora em diante, salvo menc¢ao em contrario, sempre que for menci-
onada uma curva parametrizada -y, fica estabelecido que esta curva é plana,

fechada e convexa, conforme todas as defini¢oes ja estabelecidas até aqui.
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Observacgao 3.3 Utilizaremos a notagao [A, B] para nos referirmos ao deter-

minante da matriz formada pelas colunas A e B.

Lema 3.4 Para qualquer numero real a > 0, sempre existe uma parametriza-

cao y(s) tal que:

[V (5),7(t(s)) = y(s)] = a (3-1)
Prova. Fixe a > 0 arbitrario, e considere v(u) uma parametrizagdo qualquer.
Seja
[V (w), y(t(w)) = v(u)] = pl(u)
Defina: .
s(r) =~ [ plu)du
aJo

como queriamos. [ |

Defini¢ao 3.5 Uma parametriza¢io conforme a FEquagio (3-1) para uma

curva v é chamada de parametriza¢cdéo de meia-drea.

Podemos supor sem perda de generalidade que o dominio da aplicagao ~
é um intervalo do tipo [0, 275], onde Ty > 0 é uma constante real tal que (7Tp)
é o segundo ponto do trago da curva v que é interceptado pela reta bissetora
r(s) que intercepta a curva também no ponto v(0). Além disso, como 7 é uma
curva fechada, obviamente, temos que v(0) = v(275).

O Lema abaixo estabelece equivaléncias importantes para curvas com

parametrizacoes de meia-area.

Lema 3.6 Seja ~v: [0,2Ty] — R? wma curva plana convera com ~(0) =

v(2Ty). Os sequintes itens sao equivalentes:
1. A parametrizagio é meia-drea.

2. t'(s) = 1.
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3. t:8+T0.

Prova. Mostraremos aqui que 1 é equivalente a 2 e que 2 é equivalente a 3.

Primeiro, fixemos s, t(so) € [0,275] e a > 0. Com este par de nimeros
fixados em [0, 27p], vamos determinar duas regides A; e A, no interior da curva
~v. Para a regido A;, consideremos os pontos v(so), v(t(so)) € ¥(so + $) com
s € [0,2Tp]. Podemos supor sem perda de generalidade que so + s < (sp).
Assim, A; é a regido delimitada pelo arco y(so)y(so + $) e pelas cordas
Y(50)7(t(50)) e Y(¢(s0))v(s0 + 5).

Para a regiao As, consideremos os pontos Y(t(so)), v(so+s) e y(t(so+5)).

Como supomos para A; que sg+ s < t(sp), segue-se entao que so+ s < t(sp) <
t(so+s). Assim, A, é a regiao delimitada pelo arco y(¢(so))y(t(so+s)) e pelas
cordas y(so + 8)y(t(s0 + 5)) e ¥(s0 + 5)7(t(s0))-

Pela forma que construimos as regides A; e A,, e pela forma que definimos

t(s), segue-se que as areas destas regides sao iguais. Isto é:
area(A;) = drea(Ay) (3-2)
Por outro lado, usando o Teorema de Green para A;, podemos concluir que:

1 so+s

érea(Al) = 5 s [7(8) - ’V(t(SO))vfy/(S)] ds

E de forma analoga para As:

drea(Ay) = ; /t :()” (s0) = 7(E(s)), 7/ (#(s))] ds

Derivando a Equagao (3-2) em relacao a s e tomando-se s = 0, obtemos:

[V (s0), 7(£(50)) = v(s0)] = [7/(t(s0)), ¥(s0) = ¥(t(s0))]t'(s0) ~ (3-3)

Assim, da Equagao (3-3) concluimos que a parametrizacdo de -y é meia-drea
se, e somente se, t'(sg)a = a e portanto, se e somente se, t'(s) = 1. Logo, o
item 1 é equivalente ao item 2.
A equivaléncia entre os itens 2 e 3 segue do Teorema Fundamental do
Célculo. [ |
Seja v: [0,27y] — R? uma curva com parametrizagio de meia-area.

Para cada s € [0,27;] defina o campo vetorial transverso v(s) por:

v(s) = (s +To) —7(s) (3-4)

Observe que v(s) é paralelo a v(s+Tp). De fato, v(s+Tp) = v(s+2Tp) — (s +
To) = ~(s) = (s + To) = —v(s).
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Fixado a > 0 arbitrario, como ~ é uma parametrizacao de meia-area,

podemos usar os Lemas 3.4 e 3.6 para obter que:

[V (s),v(s)] = [7/(5), (s + o) = v(s)] = [ (5),7(t(s)) =v(s)] =@ (3-5)

VA
+

10),7'(s + To)l + [ (5), v(s)] (3.6)

E evidente entdo que os vetores v(s) e v/(s) sdo linearmente indepen-
dentes. Logo, para cada s € [0,27p], podemos escrever o vetor v'(s) =
v (s+Tp) —+'(s) como combinagao linear da base {v(s),~'(s)}. Isto é, existem

coeficientes a, 8 € R tais que

V'(s) = av(s) + 57'(s) (3-7)

Para calcular o coeficiente o desta combinagao linear, tomemos o deter-

minante:

[v'(5), 7 (s)] = [aw(s) + 87'(5),7'(s)] = elv(s),7'(s)] + B[V (5), 7 (s)] = —aa

assim, segue-se que:

[V'(5),7'(s + To)]

o =

Para calcular o coeficiente 3, tomemos o determinante:

[v'(s), v(s)] = [av(s) + B7'(s), v(s)] = afv(s), v(s)] + B[1'(s), v(s)] = Pa

Mas por outro lado, vimos que [v/(s),v(s)] = —2a. Assim, segue-se que § = —2.

Portanto, a Equagao (3-7) se torna:

’U/(S> _ [71(8)7’7/(8 + TO)]U(S) _ 27/(5) (3-8)

a
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3.2
Envoltéria de retas bissetoras

Considere uma curva plana ~ conforme as hipdteses da secao anterior.
Agora nesta se¢ao, iremos determinar a envoltéria D das linhas bissetoras de

v. Defina a fungao:

F:R?*x[0,2Ty] — R
(l'7y, 8) — [(l’,y) - 7(8)77](8)]
Para ilustrar o significado geométrico da fungdo F', suponha que
v: [0,2T;] — R? seja a elipse representada na figura abaixo. Dado um

ponto (z,y) € R? a funcdo F retorna o dobro do valor da drea do poligono

(x,y)v(s)v(s + Tp) destacado em azul.

(xy)

—

Y(s)

Figura 3.3: Em vermelho o vetor v(s), em preto o vetor (z,y) —7(s), e em azul
o poligono (z,y)7y(s)v(s + To).

A derivada de F' em relacao a variavel s é dada por:

gf(w,y, s) = [=7'(5), v(s)] + [(z,y) = 7(s),0(s)]

= [(z,y) =(s),'(s)] = [/ (s), v(s)]

(3-9)

Vimos anteriormente que para cada parametro s, podemos definir:

F,-R? —R
(z,y) — F(x,y,s)

Isto é, para cada parametro s, o conjunto F, 1(0) = {(x,y) € R*|Fy(z,y) = 0}
representa uma reta bissetora em .

Para calcular a envoltéria D de F, precisamos resolver F(z,y,s) =

OF

—(x,y,s) = 0. Observe que F(z,y,s) = 0 se, e somente se, os vetores
(z,y) — v(s) e v(s) sdo linearmente dependentes, o que ocorre se, e somente

se, existe uma funcdo A que associa cada s € [0,27,] a um nimero real A(s)
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tal que:
(z,y) =7(s) + Als)v(s) (3-10)

OF
Agora, tomando-se E(:ﬁ,y, s) = 0, obtemos de (3-9) e de (3-10):

[Als)o(s), v'(s)] = [v(5), v(s)] = A(9)[v(s), v'(s)] = [ (s),v(s)]  (3-11)

E como vimos na secao anterior, (3-11) torna-se 2\(s)a = a, donde A(s) =
1
§,VS S [0,2T0]

Finalmente, substituindo-se o que obtemos acima na equagao (3-10),

temos: (z(s),y(s)) = y(s) + %v(s) = v(s) + %(7(3 +Ty) —~(s)) = 57(3) +

%7(5 +T), o que é uma fungao da varidvel s como esperavamos. Vamos denotar
por: 1
E(s) =5 (v(s) +(s + To)) (3-12)
Segue-se que portanto, que a envoltéria D é dada por £(s), que geometrica-
mente representa o ponto médio das cordas bissetoras em ~.

Considerando-se ainda o exemplo da elipse v, a figura abaixo mostra a
familia de retas bissetoras que dividem a elipse em duas regioes com areas

iguais, e sua envoltéria £(s). Observe que neste caso, é apenas um ponto.

Figura 3.4: Em vermelho estao as retas bissetoras, e em azul esta a envoltoria

E(s).

3.3
Vértices tangentes paralelos

Nesta secao, nosso objetivo principal é enunciar e demonstrar um resul-
tado muito importante e contra-intuitivo: o Teorema dos Trés Vértices. Mas

primeiro, precisamos de algumas defini¢des e outros resultados preliminares.
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Defini¢ao 3.7 Dado um s € [0,2Ty], dizemos que s é um vértice tangente
paralelo de v quando a(s) = 0, onde a é o coeficiente da combinagao linear
dada pela Equagdo (3-7). Dizemos ainda que um vértice tangente paralelo é

ordindrio se o/(s) # 0.

Observagao 3.8 E fundamental observar que a Definicio 3.7 tem wm signi-
ficado geométrico importante, o qual € equivalente a afirmar que os vértices
tangentes paralelos de v em s e em s+ Ty sao paralelos. De fato, isto é evi-
dente, pois basta notar que a(s) = 0 é equivalente a [v'(s),7' (s + Tp)] = 0, o
que por sua vez, € equivalente a afirmar que v'(s) e v'(s+Ty) sdo linearmente

dependentes.

Observacao 3.9 Por comodidade, para denotar um vértice tangente paralelo,

usaremos a abreviacao pt — vértice.

Definicao 3.10 Um ponto E(s) da envoltdria € é chamado de ponto esta-

ciondrio se £'(s) = 0.
Defini¢ao 3.11 Um ponto estaciondrio é um cuspide de £ se E"(s) # 0.
Teorema 3.12 Sejam v uma curva plana fechada e convera e £ a envoltoria

das retas bissetoras. As sequintes equivaléncias sao verdadeiras:

1. Para que um ponto da envoltoria £ seja estaciondrio, € necessario e

suficiente que este seja pt — vértice de 7.
2. Para que um ponto da envoltoria £ seja uma cuspide, € necessdrio e

suficiente que este seja pt — vértice ordindrio de .

Prova. Vamos provar cada item separadamente.

1. Vimos que a envoltdria das retas bissetoras é dada por £(s) = 5(7(5) +

(s + Tp)). Logo, sua derivada é

£/(5) = 5(7(5) + /(s + Th))

Se £'(s) =0, entao 7/(s) = —7/'(s + Tp). Logo,
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Reciprocamente, se o/(s) = 0, entdo temos que v'(s) = —27v'(s). Por
outro lado, v'(s) = +'(s + To) — 7'(s). Segue-se entdo que —27'(s) =
V(s +To) —7'(s), donde /(s + Ty) = —/(s). Logo,

1
E'(s) = 5(V(s) +'(s + T0)) = 0
0 que prova o item 1.
2. Temos que: 1 1
£"(s) = 37(s) + 37/(s + Th) (3-13)

e v"(s) = 7"(s + To) — v"(s), donde:
V(s +To) = v"(s) +7"(s) (3-14)

Por outro lado, como: v/(s) = a(s)u(s) — 2¢/(s), segue-se que:
V'(s) = o (s)(s) + a(s)v'(s) — 29" (s) (3-15)

Substituindo-se (3-14) e (3-15) em (3-13), obtemos:

o/ (s)v(s) + a(s)v'(s)
2

Agora, basta observar que s é um pt —wvértice ordinario de 7y se, e somente

£"(s) = (3-16)

se, a(s) = 0 e d'(s) # 0. Isto é, s é um pt — vértice ordinario de 7 se,
o/(s)u(s)

5 = 0, ou seja, uma cuspide de &, como

e somente se, £"(s) =

queriamos.

[ |
Fixe a > 0 e seja v uma curva que cumpre todas as hipoteses da secao
anterior. Vamos agora novamente considerar o coeficiente «(s) da combinagao

linear (3-7). Afirmamos que:
a(s +Ty) = —a(s), Vs € [0, 277 (3-17)
De fato, dado s € [0, 2Tp] arbitrario, temos que:

a(s +1y) = LOETIA 2] _ Do+ T /()

IR OITCRE )

a

E importante observar que a Equacio (3-17) implica que a quantidade de
pt — vértices em [0, Ty] é impar. De fato, se fosse par, entdo nao haveria troca
de sinais, pois « é claramente uma func¢do continua. Uma outra consequéncia

da Equacgao (3-17) é que: 2Ty
/ a(s)ds =0 (3-18)
0
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De fato,
2Ty,

/:TO a(s)ds = /OTO a(s)ds + a(s)ds
()

To

(11
Em (/]), considere a seguinte mudanca de variavel: u = s — Tj. Dai, usando a

Equacao (3-17), obtemos:

/02T0 a(s)ds = /OTO a(s)ds + . a(s)ds

To

To
= a(s)ds + / a(u+ Tp)du
0

= a(s)ds — /OTO a(u)du =0

0

Lema 3.13 Se v é uma curva que satisfaz todas as hipoteses anteriores, entao

2T,
/ a(s)y(s)ds =0
0
Prova. Primeiro, basta observar que:

/OQTO a(s)y(s)ds = /TO a(s)y(s)ds + /OTO a(s)y(s)ds (3-19)

0

() (1)

Usaremos a mudanca de variavel s = v — T em (/) para obtermos:

/02T0 a(s)y(s)ds = /OTO a(s)y(s)ds + /02T0 a(u)y(u)du

Assim, da Equacao (3-19) segue-se que:

/OQTO a(s)y(s)ds = /OTO a(s)y(s)ds + /OTO a(s +To)v(s + Ty)ds

= | als)(v(s) = (s + To))ds

como queriamos. [ |
Agora finalmente temos todos os resultados e defini¢oes necessérias para

enunciar e demonstrar o Teorema dos Trés Vértices.
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Teorema 3.14 (Teorema dos Trés Vértices) Seja v uma curva conforme
as hipdteses anteriores. O nimero de pt — vértices de v em [0,Ty] é sempre

impar e maior ou igual a trés.

Prova. Primeiro, observe que a igualdade (3-17) implica que existe uma
quantidade impar de zeros da fungdo o em [0,7}), isto é, uma quantidade
impar de pt — vertices de 7.

Suponha que o resultado que queremos provar seja falso, isto é, vamos
admitir que este zero, diagamos sy € [0,7p), é tnico, e vamos denotar
v(s) = (71(s),72(s)). Consideremos A, B € R constantes, donde podemos

escrever a equagao da reta bissetora que intercepta 7y em 7(sg) como

Az —71(s0)) + By — 12(s0)) =0

Podemos supor sem perda de generalidade que na regiao do plano cujos pontos

(x,y) satisfazem
Az —7(s0)) + By — 12(s0)) > 0

tenhamos a(s) > 0,Vs € [sg, so + Tp). Assim, obtemos que:

so+To so+T1o so+T10o
/ a(s)(Ayi(s)+Bya(s))ds = A/SO a(s)yi(s)ds+B /SO a(s)ya(s)ds >0

50

(3-20)
e
s0+2To s0+2T0 s0+2To
/ a(s)(Ayi(s)+Bys(s))ds = A a(s)y(s)ds+B a(s)ye(s)ds >0
so+To so+To so+To
(3-21)
Mas as expressoes (3-20) e (3-21) implicam em
2T,
[ alsin(s)ds #0
S0
2T,
[ alsha(s)ds #0
S0
o que contradiz o Lema 3.13. Portanto, segue o resultado. [

3.4
A construcao inversa

O objetivo desta segao ¢é responder a seguinte pergunta: dada &, é possivel

obtermos a curva vy correspondente? Dado ¢ € R, considere a seguinte curva:
Ye(s) = () + (L = ¢)y(s + To) (3-22)

O Teorema abaixo ird responder a pergunta desta segao.
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Teorema 3.15 A enwvoltoria das retas bissetoras de uma curva 3 € igual a

envoltoria das retas bissetoras de v se, e somente se, existe ¢ € R tal que
Y= Ye-

Prova. Sejam v uma curva convexa fechada e com parametrizacao de meia-
area, r(s) uma reta bissetora de -y, e 7 uma curva convexa fechada qualquer.
Vamos denotar por s e s; os parametros da intersegdo da reta bissetora r(s)
com 7.

1
Afirmamos que: £ = 5(7(5) +7(s1)) se, e somente se,

V(s) = c(8)7(s) + (1 = ¢(s))y(s + To)

onde ¢ é uma funcao real que depende de s. De fato, podemos parametrizar a

reta r(s) passando por y(s) e (s + Tp) como:

r(s): ty(s) + (1 = £)v(s + Tp)
Assim, veja que 7J(s) € r(s) se, e somente se, para cada s, tivermos:
Y(s) = c(s)y(s) + (1 = c(s))y(s + To) (3-23)
E de forma analoga, 7(s1) € r(s) se, e somente se, para cada s, tivermos:
Y(s1) = d(s)v(s) + (1 —d(s))v(s + To) (3-24)

Somando-se as Equagoes (3-23) e (3-24) obtemos:

V(s) +7(s1) = v(s)(c(s) + d(s)) +7(s + To)(2 = (c(s) + d(s)))

Assim, para que tenhamos 7(s) + J(s1) = v(s) + v(s + Tp) é necessério e
suficiente que ¢(s) + d(s) = 1. Logo,

Y(s) = () + (s + To) = 7(s1)
=7(s) + (s + To) = (1 = c(s))v(s) = e(s)7(s + To))
= c(s)7(s) + (1 = ¢(s))v(s + To)

o que prova a afirmacao feita.

Afirmamos que: ¢(s) = ¢(s + Tp), ¥s. De fato, note que:
Y(s) +7(s +To) _ c(s)v(s) + (1 — c(s)v(s + To) + c(s + To)v(s + To) + (1 — c(s + To))v(s)

: _ <c(5)+1—2(:(5+T0)>,y(5)+ (12c(5)+2@(5+T0)

) A(s +T))
(3-25)
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Assim, para que a Equagao (3-25) seja verdadeira, devemos ter:
c(s)+1—c(s+Tp) =1

e portanto ¢(s) = ¢(s + Tp), o que prova a afirmacao.

Desta tultima afirmagao, segue-se que:

F(s +To) —7(s) = c(s)v(s + To) + (1 — c(s))v(s) — c(s)v(s) — (1 —c(s))v(s + To)
= 2¢(s)(v(s + To) —(s)) — (v(s + To) —(s))

= (2¢(s) = 1)(7(s +To) — (s))

— (2

c(s)—1
(2¢(s) = 1)v(s)

Além disso, temos que:

+c(5)7'(5) + /(s +To) — ¢()7(s + To) — e(s)7'(s + To)
() = (s +To)) + c(s)(7/(5) =7 (s + To)) + /(s + To)

Dai, segue-se que:

7' (), 7(s + To) = 7(s)] = [=c(s)v(s) = cs)v'(s) +7'(s + Td), (2¢(s) — Dv(s)]

(2c(s) = D[=c(s)v(s) = c(s)v'(s) +'(s + To), v(s)]

(2c(s) = D)(=c()[v(s), v(s)] = c(s)[V'(s), v(s)] + [V (s + To), v(s)])
= (2¢(s) — 1)(2ac(s) — a)

a(2c(s) — 1)

)
)
)

Isto é, concluimos que [§'(s),¥(s + To) — ¥(s)] = a(2¢(s) — 1)%. Portanto, pelo
Lema 3.6, segue-se que r(s) é uma reta bissetora para 7(s) se, e somente se, ¢

for uma constante. E isto prova o Teorema. |



4
Poligonos de meia-area

Neste capitulo iremos dar continuidade ao estudo de envoltérias de retas
bissetoras. Entretanto, nao iremos continuar o estudo sobre curvas planas,
mas sim sobre poligonos. A partir daqui, todas as construgoes serao feitas
com variaveis discretas, e havera versoes analogas dos resultados ja vistos
para variaveis continuas. Além disso, todo poligono estara sempre orientado

positivamente, isto é, no sentido anti-horario.

4.1
Caracteristicas de poligonos de meia-area

Iremos concentrar este estudo em poligonos com niimero par de vértices.
Para isso, considere um poligono v com 2n vértices identificados por (i), com
1 <@ < 2n. Mas antes precisamos fixar algumas defini¢des e notagoes que

serao utilizadas.

Definicao 4.1 Dada uma fungdo f, definimos aqui sua derivada discreta por

Fi+1/2) = f(i+1) = f(i)

Observagao 4.2 O lado do poligono v que une os vértices v(i) e (i + 1)
serd denotado por (i + 1/2). E importante observar que a notagio (i + 1/2)
estara sendo utilizada apenas para denotar um lado do poligono v, e nao possui
nenhum significado matemdtico. Em geral, para realizar calculos, utilizaremos a
notagio ' (i4+1/2) = y(i+1)—~(i) para representar o segmento que representa

o lado do poligono.

A partir de agora, todos os indices ¢ cuja imagem por < identificam
algum vértice do poligono 7, serao considerados modulo 2n, isto é, cada k € Z
é equivalente a algum i € {1,...,2n}. Além disso, sempre que for mencionado
um poligono 7 (salvo mengao em contrario), estaremos considerando um
poligono de meia-area, convexo e com 2n vértices. Antes de continuarmos,

precisamos de algumas defini¢goes importantes.

Definicao 4.3 Dado um poligono v, chamamos de diagonal principal o
segmento de reta que liga os vértices (i) e y(i + n) e divide o poligono em
duas regioes com dreas iguais. Dizemos também que v é um poligono de meia-

drea.
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Observe que entre os vértices (i) e y(i+n), a diagonal principal definida
acima coincide com a reta bissetora r(s) que definimos no inicio do capitulo
anterior. Além disso, no &mbito das variaveis discretas, os vértices v(i) e y(i+n)
sdo analogos (no ambito das varidveis continuas) aos pontos v(s) e (s + Tp)

conforme vimos no capitulo anterior.

Defini¢ao 4.4 Considere um poligono v e um lado v(i + 1/2). O segmento
de reta que conecta os vértices (i) e (i +n + 1) e o segmento de reta que
conecta os vértices (i + 1) e y(i +n) sio chamamos de diagonais centrais

(em relagio ao lado (i +1/2)).

Com o objetivo de simplificar a escrita, para nos referirmos a um
determinando segmento de reta que conecta dois pontos, digamos A e B,
usaremos a notacio AB.

O Teorema abaixo apresenta uma caracterizagdo importante para poli-

gonos v de meia-area.

Teorema 4.5 Para que um poligono v seja meia-area, é necessdrio e suficiente

que, para cada lado (i + 1/2), as diagonais centrais sejam paralelas.

Prova. Primeiro, vamos fixar um poligono v e um de seus lados (i + 1/2).

Sabemos que v ¢ um poligono de meia-area se, e somente se, os segmentos

v(@)y(i +n) e y(i + 1)y(i + n + 1) estivere contidos em suas respectivas retas
bissetoras.

Considere os triangulos v(i)y(i + 1)y(i+n) e y(i+ 1)y(i+n)y(i+n+1)
(veja Figura 4.1). Observe que estes tridngulos possuem a mesma drea e a

mesma base. E isto ocorre se, e somente se, possuirem a mesma altura. O que

por sua vez é equivalente a afirmar que os segmentos de reta y(i)y(i +n + 1)

e v(i + 1)y(i + n) sdo paralelos, isto é, as diagonais centrais. |

\‘\‘A#nﬂ) /

;’(Hn)

Figura 4.1: A area do tridngulo em azul somada com a area em vermelho é
igual a area do triangulo verde somada com a area em vermelho.
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Baseado no que vimos até aqui neste capitulo, o Teorema abaixo e sua
demonstracao especificam detalhes de como construir um poligono de meia-
area com 2n vértices.

Observe a seguir que o algoritmo de construcao de um poligono v é
dividido em passos, e que os primeiros n 4+ 1 passos consistem em escolher
livremente as duas coordenadas dos primeiros n+ 1 vértices ao longo do plano.
Isto é, dizemos que para cada vértice (i), com i < n + 1, temos dois graus
de liberdade. Veremos também que se n +1 < ¢ < 2n — 1, entdao cada
vértice (i) deverd ser escolhido obrigatoriamente ao longo de alguma diagonal
central, e diremos nestas condi¢oes que temos um grau de liberdade para
cada escolha. Finalmente, o vértice v(2n) serd um ponto fixado na intersegao
entre duas determinadas diagonais centrais. Este processo ficard mais claro

com o préoximo Teorema e com o proximo exemplo.

Teorema 4.6 O espago do poligonos de meia-drea com 2n vértices tem grau
de liberdade 3n.

Prova. Vamos construir um poligono v de meia-area com 2n vértices. Primeiro,
podemos escolher de forma arbitraria os primeiros n + 1 vértices ao longo do
plano euclidiano. Para cada vértice v(i), i € {1,...,n,n + 1}, temos dois
graus de liberdade, entao no total até aqui, teremos 2n + 2 graus de liberdade.
Assim, o vértice y(n+2) precisa estar no segmento que passa pelo vértice (1)

e é paralelo ao segmento v(2)y(n + 1). Observe que o vértice y(n + 2) esta

posicionado no segmento y(i)y(i +n+ 1), i = 1, que é uma diagonal central,

a qual é paralela a diagonal (i + 1)y(i + n). Isto contabiliza mais um grau de
liberdade, pois y(n + 2) esta fixo neste segmento.
Observe que, de forma generalizada, paraum k € {2,..., n—1} qualquer,

podemos definir indutivamente: o vértice y(n + k) pertence ao segmento que

passa pelo vértice y(k — 1) e é paralelo ao segmento y(k)vy(n + k — 1), e possui
n — 3 graus de liberdade. Note que, pela forma que construimos, para cada

ke {2,...,n—1}, o vértice y(n + k) estard sempre na diagonal central que é

paralela a diagonal central y(k)(n + k — 1).
Resta completarmos o poligono v com o vértice v(2n). Este tltimo estara

obrigatoriamente fixado na intersecao entre dois segmentos de retas: o seg-

mento que passa pelo vértice y(n — 1) e é paralelo ao segmento y(n)y(2n — 1);
e 0 segmento que passa pelo vértice y(n+1) e é paralelo ao segmento v(1)y(n).
Isto faz com que o tltimo vértice seja unicamente determinado por um ponto,
o que nao contabiliza graus de liberdade.

Observe que por construgao, podemos concluir pelo Teorema 4.5 que o

poligono v é de meia-area. [ ]
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Iremos agora exibir um exemplo de construgao de um poligono de meia-

area, conforme o algoritmo dado na demonstracao do Teorema 4.6.

Exemplo 4.7 Vamos escolher n = 5. Podemos escolher arbitrariamente os
pontos y(i), com 1 € {1,2,3,4,5,6}. Agora, o vértice ¥(7) estd na reta paralela
ao segmento v(2)y(6) e que passa pelo vértice ¥(1). O vértice v(8) estd na
reta paralela ao segmento W e que passa pelo vértice v(2). O vértice
7(9) estd na reta paralela ao segmento y(4)v(8) e que passa pelo vértice v(3).
E finalmente, o vértice (10) estd na intersecao entre as retas: paralela ao
segmento W e que passa pelo vértice v(4), e uma outra paralela ao
segmento v(1)y(5) que passa pelo vértice y(6). Feito isso, basta conectar os

vértices por segmentos de reta para obter o poligono de 10 lados.

A figura abaixo ilustra a construcao deste poligono.

Figura 4.2: Decidgono de meia-drea. As retas tracejadas foram utilizadas na
construcao do poligono

Veja na figura acima que, de fato, todas as diagonais centrais sao
paralelas, conforme o Teorema 4.5. Abaixo temos exemplos de poligonos de
meia-area obtidos pelo algoritmo do Teorema 4.6. Observe ainda que cada

poligono esta com sua familia de retas bissetoras.
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(a) Quadrilatero. (b) Hexagono.

Figura 4.3: Poligonos de meia-area e suas retas bissetoras.

' vie)

(b) Decégono.

vy * v(10)

g

@)

(¢) Dodecdgono. (d) Tetradecdgono.

Figura 4.4: Poligonos de meia-area e suas retas bissetoras.

4.2
Relacboes em poligonos de meia-area

Dado um poligono v, da mesma maneira que fizemos no capitulo anterior,

vamos definir o campo de vetores:

v(i) = (i +n) = (i)
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Agora, para o mesmo poligono v fixado acima, vamos definir as seguintes

funcoes:

AP {1,...,2n} — R

(41)
i— AT(i+1/2)
onde AT (i 4 1/2) = [v/(i + 1/2),v(i)]
A {1,....2n} — R (4-2)
i— A (i+1/2)
onde A=(i +1/2) = [/ (i +1/2),v(i + 1)].
0:{1,....2n} — R (4-3)

i—0(i+1/2)

onde 0(i + 1/2) = [/ (i + 1/2),~4'(i + n + 1/2)]. Com o objetivo de simplificar

os calculos, vamos considerar a seguinte notacao:
At +1/2) = AT(i+1/2) + A~ (i +1/2) (4-4)

Observe na figura abaixo o significado geométrico das funcoes A" e A~. Note
que AT fornece o valor do dobro da 4rea do poligono em azul, e A~ fornece o

valor do dobro da area do poligono em vermelho.

Figura 4.5: Significado geométrico de AT ¢ A~ parai=1en = 3.

Observacgao 4.8 Para qualquer poligono v, note que as sequintes igualdades

sao vdlidas para cada i € {1,...2n}:
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1. AT(i+1/2) = A (i +n+1/2).
2. A (i+1/2) = AT(i+n+1/2).

De fato, as figuras abaixo exemplificam o porqué de as igualdades (1)
e (2) da Observagao 4.8 serem verdadeiras. Note que na Figura 4.6, temos
em azul a representacao do poligono cuja drea é a metade de AT(i +1/2) e
em vermelho temos o poligono cuja drea é a metade de A= (i +n + 1/2). E
analogamente na Figura 4.7 em vermelho temos a representacao de metade de
A~ (i+1/2) e em verde, a metade de A*(i +n+ 1/2), parai=1en = 3.

Figura 4.7: A= (i+1/2) = AT (i + n+ 1/2).

Os proximos Lemas estabelecem relagdes algébricas importantes para

poligonos v de meia-drea e as fungoes A", A~ e 0 definidas acima.

Lema 4.9 Dado um poligono vy, as sequintes relagoes sdo verdadeiras para
todo 1 € {1,...,2n}:

LY+ 1/2),0 6+ 1/2)] = 6(i 4+ 1/2).
2. A (i+1/2) — AT(i +1/2) = 6(i + 1/2).

3. [o(i),v'(i +1/2)] = [v(i + 1),v'(i + 1/2)] = [v(i), v(i + 1)] = A(i + 1/2).
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Prova. Vamos mostrar cada item separadamente.

1. Basta observar que:

[V (i4+1/2),v(i+1/2)] = [ (i +1/2),v(i+ 1) — v(3)]

i+1/2),7'(i+n+1/2) —4'(i+1/2)]

i+1/2), 7 (i +n+1/2)]+ [ (i +1/2), = (i +1/2)]
i+1/2),9' (i +n+1/2)]

(i+1/2)

~
o~ o~ o~ o~

I
(=%

2. Temos que:

AT +1/2)+ 0 +1/2) = [y (i +1/2),0(5)] + [y
i+1/2),0() +4' (1 +n+1/2)]
i+1/2),v(i+n) =) +vGE+n+1) —y(i+n)

), v( "(i+1/2),7' (i +n+1/2)]

) v(

), (i
i+1/2),v(i +4'(i +1/2)]

), (i [

), (i

v

i+1/2),0(i + [ (i +1/2),7 (i +1/2)]

~
~—~ T~ N N ~

+1)+
+ 1))+
+1)

=1 (i+1/2),0( ]

=A"(i+1/2)
Logo, A*(i+1/2) +4d(i +1/2) = A (i + 1/2), e portanto, segue-se que:
A (i +1/2) — A (i +1/2) =6(i + 1/2)
3. Primeiro, observe que:

[v(7), v (i41/2)] = [v(2), v(i+1)—v(i)]

[v(2), v(i+1)]=[v(i), v(i)] = [v(i), v(i+1)]

e que

[w(i41),0" (i+1/2)] = [v(i+1),v(i+1)—v(i)] = [v(i+1), v(i+1)|—[v(i+1),v(i)] = [v(i),v(i+1)]

donde concluimos que:

(i), v (i +1/2)] = [v@i +1),0' (i +1/2)] = [v(i),v(i + 1)].

Observe ainda que: v(i+n) = y(i+2n)—y(i+n) = y(i)—v(i+n) = —v(7).
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Dali, temos que:

[(@), v'(i + 1/2)] = [v(d), 7' (i + n + 1/2) = y(i + 1) —v(i + 1) +(3)]
= [v(i),y(i+n+1/2) —+'(i + 1/2)]
= [v(0),7'(i + n+1/2)] + [v(d), = (i + 1/2)]
=[(i+n+1/2),v@+n)]+ [ (@ +1/2),v(i)]
=A (i +n+1/2)+ AT(i+1/2)
=A (i +1/2)+ A (i +1/2)
=A(i +1/2)

Portanto, obtemos o que queriamos:
[0(),v" (1 +1/2)] = [v(i + 1),0'(i + 1/2)] = [v(2),v(i + 1)] = Az + 1/2).

Lema 4.10 Dado um poligono 7y, para todo i € {1,...,2n}, podemos obter o

vetor v'(i 4+ 1/2) como a seguinte combinagdo linear:

V(i+1/2) = a1v(i) + 517 (1 + 1/2) = agu(i + 1) + By (1 + 1/2)

6(i+1/2)
At(i+1/2)
A(i +1/2)
A-(i+1/2)
Prova. Sendo v'(i + 1/2) = ayv(i) + S17/(i + 1/2), para determinarmos o

coeficientes «q, basta calcularmos:

AG1/2) D)

=TGRy T AT 12)

onde vy =

[V'(i +1/2),0' (i + 1/2)] = ['(i + 1/2), axv(i) + B17/(i + 1/2))]
= B[y (i +1/2),7'(i + 1/2)] + aa [y (i + 1/2), 0(i)]
= AT(i+1/2)

Mas por outro lado, usando o Lema 4.9 obtemos: [y'(i + 1/2),v'(i + 1/2)] =

d(i 4+ 1/2). Logo: 5+ 1/2
T AT 172)

Para determinarmos o coeficiente (31, basta calcularmos:
[v'(i 4+ 1/2),0(i)] = [a1v(i) + B1y'(i + 1/2)), v(i)]

= ar[v(i), v(§)] + Bi[v'(i + 1/2),0(i)]
= PrAT(i+1/2)
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Mas por outro lado, novamente pelo Lema 4.9: [v'(i4+1/2),v(i)] = —A(i+1/2).

Logo:
_ A(i+1/2)
At(1+1/2)

De forma analoga, podemos determinar os demais coeficientes. Para as, temos:

b=

(04 1/2), 0" (i +1/2)] = V(i + 1/2), agu(i + 1) + B27'(i + 1/2)]
=ag[y (i +1/2),v(i + 1)]
= A (i+1/2)
Novamente pelo Lema 4.9, [y/(i + 1/2),v'(i + 1/2)] = §(i + 1/2), e portando

s 1/2)
CZ A+ 1/2)

O célculo para determianr (5 é idéntico. Portanto, segue-se que:

V(i +1/2) = m?}(i) - MW/(i +1/2) (4-5)
on 1) A1)

V(i+1/2) = v (1 +1/2) (4-6)

A+ 179" T A )

como queriamos demonstrar. [ |



5
Envoltérias de retas bissetoras em poligonos

Neste capitulo iremos continuar o estudo sobre poligonos de meia-area
iniciado no capitulo anterior. Entretanto, agora iremos introduzir o conceito de
envoltoria para retas bissetoras de tais poligonos. Existem diversas nogoes de
envoltérias neste caso discreto, todavia, nesta dissertagao, iremos estudar trés
tipos, os quais iremos denotar por £, M e H. Ao longo do capitulo, iremos
estudar as propriedades destas envoltorias, e além disso, iremos estabelecer
importantes relagoes entre elas.

Observe que alguns resultados que serao estudados aqui sao versoes
analogas de resultados ja estudados anteriormente, porém aqui, nosso foco

esta em variaveis discretas.

5.1
Os conjuntos £, M e H

Primeiro, lembre que 7 sempre ird representar um poligono de meia-
drea com 2n vértices (salvo mengao em contrario). Sendo assim, fixemos 7, e

definimos a seguinte funcao:

F:R*x{1,...,2n} — R
(.’L’, Y, Z) — [(%, y) - 7(2)7 U(Z)]
De maneira andloga ao que vimos anteriormente, a funcdo F associa

cada ponto (z,y) no plano e cada i € {1,...,2n}, ao dobro do valor da é4rea

do poligono em azul representado na figura abaixo:

¥(3) ““__u“_"/”

¥

b - =0 (x.y)
Ma

Figura 5.1: Significado geométrico da funcao F', onde i =1, e n = 3.
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Vamos calcular agora a derivada de F' em relacao a variavel discreta i.

Temos que:

F'(z,y,i+1/2) = F(z,y,i+ 1) — F(x,y,1)

+ 1), 00+ )] = [(2,y) = (i), v(d)]

= [(@,y) =i+ 1),0'(i + 1/2) + 0(i)] = [(2,y) = y(i + 1) +7'(i + 1/2),v(0)]
+ 1)+ 1/2)] + [(2,y) — (i + 1), 0(2)] -

([(,y) =i+ 1), 0(@)] + [v'(i + 1/2),v(d)])

[(2,y) —y(i+1),0"(i + 1/2)] = [/ (i + 1/2),v(3)]

De forma anéloga, podemos obter também:

F'(z,y,i+1/2) = F(z,y,i+ 1) — F(z,y,17)

[(,y) = (i +1),0(i + 1)] = [(z,y) — (i), v()]

[(2,y) — () =" (0 +1/2),0(i + 1)] = [(z,y) = v(0), v(i + 1) = v'(i +1/2)]
[(2,y) =), v(i + 1)] + [ (i + 1/2),0(i + 1)]—

z,y) — (@), v(i + D] + [(z, y) — (i), —v'(i + 1/2)])

= [(@,y) = 7(0),0'(i + 1/2)] = /(i + 1/2), v(i + 1)]

—~

[

—

Assim, temos entao que:

Fiz,y,i+1/2) = [(2,y) =y +1),0'( +1/2)] = [4'(i +1/2),0(@)]  (5-1)

ou de forma equivalente:

F'(@,y,i+1/2) = [(2,y) = 7(0),v'(i + 1/2)] = [y (i + 1/2),0(i + 1)) (5-2)

Pela forma que definimos a funcao F', a equacao da reta bissetora que

passa pelo vértice (i) é dada por

F(z,y,i) =0 (5-3)
Isto é, a reta bissetora que passa por (i) nada mais é do que a pré-imagem
de zero pela F', ou seja:

F7H0) = {(z,y,i) e R* x {1,...,2n}| F(z,y,i) = 0}

Observe ainda que a Equacao (5-3) é equivalente ao fato de os vetores
(x,y) — v(i) e v(i) serem linearmente dependentes. O que, por sua vez, é
equivalente a existéncia de uma fungdo p que associa cada i € {1,...,2n}

a um numero real p(7) tal que:

(z,y) = () + p(i)v(i) (5-4)
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Observe também, que de forma andloga, a Equacgao (5-3) também é equivalente
ao fato de os vetores (z,y) —v(i+1) e v(i+ 1) serem linearmente dependentes,
0 que também é equivalente a existéncia de uma func¢ao o(7) que associa cada

i€{1,...,2n} a um namero real o(i) tal que:

(@,y) = (i +1) + o(i)o(i) (5-5)
Para determinar a envoltdria, precisamos resolver F(x,y,i) = F'(x,y,i+

1/2) = 0. Substituindo-se a Equagao (5-4) na Equagao (5-2), obtemos:

p(@)[v(@), ' (1 +1/2)] = [y'(i +1/2), v(i + 1)]
Assim, usando o Lema 4.9, segue-se:

~ A(+1/2)
SN EaTo)

De forma anéloga, seguindo-se o mesmo raciocinio anterior, podemos substituir

a Equagao (5-5) na Equacao (5-1) e assim temos:

o(D)[v(@), v'(1+1/2)] = [y'(i + 1/2), v(4)]

Novamente, usando o Lema 4.9, segue-se que:

()= AE12)
T A+ 1/2)

Denotaremos novamente esta envoltoria por €. Dai, pelo que vimos acima, um

(5-6)

ponto (z,y) que pertence a £ é dado pela relagao:

£ +1/2) = (i) + Wz}(i) (5-7)

E(i+1/2) :V(HDJFW

Observacao 5.1 Note que, geometricamente, o ponto E(i+1/2) é a intersegao

v(i+1) (5-8)

das retas bissetoras r(i) e r(i + 1). Ao tomarmos todos estes pontos em um
dado poligono v, e tracarmos segmentos de retas ligando tais pontos, obtemos

um novo poligono.

Definig¢ao 5.2 Seja v um poligono. O conjunto £, o qual chamaremos de
envoltoria discreta, é o conjunto de pontos (x,y) do plano que satisfazem
as Relagoes (5-T) e (5-8). Além disso, definimos como E(i) o segmento de reta
que conecta os pontos E(i +1/2) e E(1 —1/2).

Abaixo, definimos a segunda envoltoria que estudaremos aqui. Para isso,

dado um poligono 7, considere a relacao abaixo para cada i € {1,...,2n}, que
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claramente, representa o ponto médio entre os vértices de todas as diagonais

principais: +4(i + 1)

2

M) = 1 (5-9)

Definicao 5.3 Seja v um poligono. O conjunto M, o qual chamaremos de
envoltéria dos pontos médios, é o conjunto dos pontos (x,y) do plano que
satisfazem a Relagio (5-9). Além disso, definimos como M(i+1/2) o segmento
de reta que conecta os pontos M(i) e M(i + 1).

Observacao 5.4 Para cada i € {1,...,2n}, ao conectarmos os pontos M (i)
e E(i+ 1), obtemos um outro poligono que também possui relagoes importantes

com o poligono obtido na Observagdo 5.1.

As figuras abaixo exemplificam os poligonos £ e M obtidos para alguns
poligonos com 2n vértices. Vejamos primeiro o caso mais simples: um quadri-

latero. Note que ambos os poligonos £ e M se reduzem a um tnico ponto.

Figura 5.2: Quadrilatero: em vermelho o ponto que representa £ e M.

Figura 5.3: Hexadgono e suas envoltérias discreta £ reduzida a um ponto
(vermelho) e dos pontos médios M (azul).
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Figura 5.4: Octégono e suas envoltérias discreta £ (vermelho) e dos pontos
médios M (azul).

Figura 5.5: Decdgono e suas envoltérias discreta £ (vermelho) e dos pontos
médios M (azul).
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(a) Dodecédgono. (b) Envoltérias £ (vermelho) e M (azul).

(c) Tetradecagono. (d) Envoltérias £ (vermelho) e M (azul).

Figura 5.6: Dodecédgono e Tetradecagono e suas envoltérias ampliadas.

Note que a convexidade do poligono v em geral nao é preservada em &£
e M. Note também que para curvas planas suaves, a envoltéria que definimos
anteriormente coincide com a envoltéria dos pontos médios M para poligonos.
Mas para poligonos de meia-area, £ e M, em geral nao coincidem.

Agora, iremos introduzir uma terceira definicao de envoltéria para retas
bissetoras de poligonos de meia-area. Entretanto, esta envoltéria nao se cons-
tréi apenas em retas bissetoras que passam por vértices (i), mas sim em retas

bissetoras que passam por qualquer ponto do lado +/(i 4+ 1/2) do poligono.

Definicao 5.5 Dado um poligono v, definimos como envoltoria hiperbolica
de 7, e denotamos por H, a envoltoria de retas bissetoras que passam por

qualquer ponto de um dado lado de 7y, e nao apenas nos vértices.

Observagao 5.6 Como esperado, denotamos por H(i + 1/2) cada arco de H
que passa entre os pontos H(i) e H(i + 1).

Com as figuras abaixo, temos exemplos de envoltérias hiperbolicas dos
poligonos de meia-area exibidos anteriormente. Observe que nestes casos, o
padrao seguido pelas curvas fechadas H nao se altera significativamente, o que

veremos mais adiante, no proximo teorema, que nao ¢ por acaso.



Capitulo 5. Envoltérias de retas bissetoras em poligonos 61

(a) Hexdgono. (b) Apenas a envoltdéria.

(c) Octédgono e sua envoltdria. (d) Apenas a envoltéria

(e) Decdgono e sua envoltdria (f) Apenas a envoltdria

(g) Dodecdgono e sua envoltéria (h) Apenas a envoltéria

(i) Tetradecdgono e sua envoltdria (j) Apenas a envoltoria

Figura 5.7: Hexagono, Octégono, Decidgono, Dodecagono e Tetradecagono com
suas envoltorias hiperbélicas.
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Teorema 5.7 Dado um poligono v, sua envoltoria hiperbolica H é a conca-
tenagdo de arcos hiperbdlicos H(i + 1/2) que passam por M(i) e M(i + 1),
tangentes a (i) e r(i + 1) nestes pontos e assintdticos as retas de suporte aos
lados y(i +1/2) e y(i+n+ 1/2).

Prova. Fixemos um poligono 7, e o par de lados 7/(i+1/2) e v/(i+n+1/2). Para
fixar as ideias, podemos supor sem perda de generalidade que este par de lados
sao ortogonais, e as suas retas suportes formam um sistema de coordenadas
onde a origem (0,0) é um dos vértices de 7. Estamos interessados na familia
de retas bissetoras que passam por todos os pontos dos lados y(i + 1/2) e
v(i+n+1/2).

Dada uma constante real fixada k # 0, para todo t € R\ {0}, teremos a

reta bissetora dada pela equacao:

k k
y=—po + n (5-10)

Assim, podemos definir:
kx kK
F t) = — — =
@y t)=y+ 5~

Temos entao que:

aF( 0 2kx N k
—( —_— —
ot Y VR 2

Para determinar o arco H(i + 1/2) da envoltéria H, basta resolver o sistema:

F(z,y,t) =0
oF
— t)=20
8t (’I?y? )
De —(z,y,t) = 0, segue-se que t = 2x. Dali, substituindo-se isto em

ot
k
F(z,y,t) = 0, segue-se que xy = " Isto é, o arco H(i 4+ 1/2) da envoltéria

hiperbdlica ‘H é dada pelo seguinte conjunto de pontos:
H(i +1/2) = {(z,y) € R? |2y = constante}

Portanto, H (i + 1/2) corresponde a um arco de hipérbole, e a envoltéria H é
composta pela concatenagao destes arcos. Além disso, é evidente que H(i+1/2)
possui comportamento assintético as retas suporte aos lados /(i + 1/2) e
~v(i+mn+1/2). Observe também que para todo t € R\ {0}, o ponto médio da
reta dada pela Equagao (5-10) pertence a H(i + 1/2). Em particular, temos
que H(i+ 1/2) passa por M(i) e M(i + 1), o que prova o Teorema. |
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5.2
Poligonos com simetria e simetria impar

Nesta se¢ao, iremos introduzir um importante estudo a respeito de
simetria em poligonos v de meia-area com 2n vértices. Além disso, iremos

estudar as propriedades que sao consequéncias de tal simetria.

Definicao 5.8 Um poligono ~ possui simetria com respeito a um ponto O, se

para cada i € {1,...,2n} valer a relagao:

isto €, se o ponto O for o ponto médio da diagonal principal ~y(i)y(i + n).

A partir da Definicao 5.8, fica evidente que a condi¢ao de simetria de um
poligono 7 ¢ equivalente ao fato de o poligono M se reduzir a um ponto, que
no caso ¢ o proprio ponto O definido acima. Mais geralmente, a Definicao 5.8

nos permite enunciar o seguinte lema:

Lema 5.9 Dado um poligono v, para cada i € {1,...,2n}, os sequintes itens

sao equivalentes:

1. v € simétrico com respetito a O.

2. M=H=0.

3. Os segmentos de reta y(i)y(i+ 1) e y(i +n)y(i +n + 1) sao paralelos.
4. 8(i+1/2) = 0.

Prova. A equivaléncia entre os itens (1) e (2) sdo ébvias, assim como a

equivaléncia entre os itens (2) e (3). J& a equivaléncia entre (3) e (4) decorre

do fato de que v(i)y(i + 1) e v(i +n)y(i + n + 1) sdo paralelos se, e somente
se, os vetores 7/ (i + 1/2) e 7/(1 + n + 1/2) sao linearmente dependentes se, e
somente se, 6(i +1/2) = [/ (i +1/2),7'(i +n +1/2] = 0. |

Note ainda que no caso de um poligono v com simetria com respeito a
um ponto O, o poligono £ também se reduz a este ponto O. De fato, por causa
da simetria, pelo Lema 5.9 temos que (i + 1/2) = 0. Dai, pelo Lema 4.9,
concluimos que A" (i 4+ 1/2) = A~ (i + 1/2). Agora, considerando-se, digamos,
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a Equagao (5-7), temos que:

A= (i +1/2)
Ali +1/2)
= 1(0) + S 0 ) =1 (9)
_ (AG+1/2) = A (i +1/2))y(i) + A (i +1/2)7(i + n)
A(i+1/2)
_ AT+ 1/2)(5(0) + (i +n))
2A+(i +1/2)
G
2

E(i+1/2) =~() + v(1)

=0

Isto é, £ se reduz ao ponto de simetria O. Entretanto, ¢ importante observar
qua a reciproca deste fato nao é verdadeira. Isto é, existe poligono v tal que &€
é apenas um ponto, mas v nao é simétrico. Como contra-exemplo, considere a
Figura 5.3.

Agora, fixado um poligono v, vamos definir a funcao:

A A{l,...,2n} — RT
i— Ai+1/2)

v(@+ 1)y(i +n)

y(@)y(i+n+1)
comprimentos das diagonais centrais do poligono ~.

em que A(i+1/2) = . Isto é, A associa cada i a razao entre os

Definicao 5.10 Dizemos que um poligono v possui simetria impar, se
existir uma constante ¢ € RY tal que (i + 1/2) = ¢ quando i for impar, e

1
Ai+1/2) = - quando i for par.

Observe abaixo o exemplo de um hexdgono (n = 3) com simetria impar.
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¥(6)

(1)

Figura 5.8: Hexdgono com simetria impar.

Veja abaixo que no exemplo acima temos ¢ = 1,11 quando 7 é impar:

1LoA1+1/2) = zg;zg 1(1)28 —1,11.
2. A2+1/2) = Zg;zg 1‘2 E = 0,90.
3. A(3+1/2) = Zg‘;zg ;i;i —1,11.
4 AA+1/2) = 1828 - A(1+11/2) = 0,90.
5. A(5+1/2) = zg;g - A(2i1/2) ~ 1,11
6. A(6+1/2) = z%zg =G j L7y = %

Uma outra caracterizacao interessante para poligonos com simetria é descrita

na observagao abaixo:

Observacao 5.11 Para que um poligono ~ tenha simetria é necessdrio e
suficiente que tenhamos a constante real ¢ = 1. FEste fato seque diretamente
do Lema 5.9. Observe ainda que se ¢ # 1, e ~ tiver simetria impar, entdo
necessariamente n € impar. De fato, suponhamos que n seja par, e fixemos um

i€ {l,...,2n} impar. Assim, decorre da Definigio 5.10 que:

. e+ Dy 4n)
1. Mi+1/2) = ~OLEEES) =c
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. it nt Dy(it2n) _AGtnt D) _
2A@+"+1m>_7@+nwu+2n+1y_7@+nhﬁ+1)_

1 1

M tro lado, t = Ai+1/2) = A(q 1/2) = ———— = —
as por outro lado, temos que ¢ (i+1/2) (14+n+1/2) Niti2) o
0 que € uma contradicao, pois estamos considerando ¢ # 1, o que mostra que

n deverd ser impar.

Os resultados que enunciaremos abaixo também descrevem uma forma de
caracterizar poligonos com simetria impar. Esta caracterizagao nos permite

reconhecer um poligono com simetria impar de maneira mais rapida e eficiente.

Teorema 5.12 A igualdade E(i+1/2) = E(i—1/2) é verdadeira se, e somente
se,

A(¢+1/2):M

Prova. Observe que o ponto £(i + 1/2) divide as diagonais principais (i) e
r(i + 1) em dois segmentos cada, digamos 7(i); e r(i)e; 7(i + 1)1 e 7(i + 1)2

respectivamente. Além disso, a razao entre os comprimentos destes segmentos

o : 1 .
coincidem com A(i + 1/2) e Nt 1) Isto é:
r(i)y . _ v(@ 4+ 1)y(i +n) . r(i+ 1) _ 1 _ y(@)y(i+n+1)
r(i)y Mit1/2) Y@y +n+1) i+ Ai+/2) @+ 1)y(i+n)

De forma analoga, o ponto £(i — 1/2) faz o mesmo com as diagonais principais

r(i—1) er(i). Isto é, as dividem em dois segmentos cada, digamos r(7), e 7(i),.

Assim:
r(i— 1) SV _ y(@)y(i +n—1) . (1) a _ 1 _ v(@ = 1)y(i +n)
e T g ot ey AT ) DY R Vo Rt T gy

Agora, basta observar que: £(i + 1/2) = £(i — 1/2) se, e somente se,
r(i)y =r(@)e, ri+ 1)1 =r@i+1)erii—1); =r(

por sua vez, ¢ equivalente a:

i—1)2, (i) = 7(i)p. O que

/\(i+1/2):1e>\(i_11/2):1

Portanto, A\(i +1/2) = 3 , como queriamos. |

1
(i—1/2)
Corolario 5.13 Para que um poligono ~y tenha simetria impar € necessdario e

suficiente que sua envoltoria discreta € se reduza a um unico ponto.
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Prova. De fato, £ é um ponto se, e somente se, £(i+1/2) = £(i—1/2) para todo
i€ {1,...,2n}. Pelo Teorema 5.12, isto é equivalente a A(i+1/2) = 3

(i —1/2)
para cada i € {1,...,2n}, e portanto, pela Defini¢cao 5.10, v possui simetria
impar, e segue-se o resultado. [

O Corolario 5.13 nos permite identificar facilmente quando um poligono

~ possui ou nao simetria impar. Veja a figura abaixo:

Figura 5.9: Hexagono com simetria impar, e sua envoltéria discreta reduzida
a um unico ponto em vermelho.

5.3
Cuaspides e vértices tangentes paralelos

Anteriormente, de forma mais especifica na Defini¢cao 3.7, vimos que para
curvas suaves, um pt — vertice ocorre quando o coeficiente a da Equagao (3-7)
assume valor zero. Veremos abaixo que no caso de poligonos de meia-area, a

definicao de pt — vertice é parecida.

Defini¢ao 5.14 Dado um poligono vy, dizemos que (i) é um pt — vertice
quando os coeficientes a; ou oo das combinagoes lineares dadas no Lema 4.10

mudam de sinal em 1.

E importante observar que no Lema 4.10, os coeficientes aq e g sao
fungoes definidas em {1,...,2n}, e que estas fungdes carregam propriedades
referentes ao lado /(i + 1/2) do poligono v, isto é, o segmento compreendido
entre os vértices (i) e y(i + 1), o que justifica sua notacao:

d(i+1/2)

ap(i+1/2) = A 1/2) e (i +1/2) =

6(i+1/2)
A=(i+1/2)

Como aqui estamos lidando com variavel discreta, a expressao “mudar de
sinal” na Definigao 5.14 significa que estas fungoes assumem valores com sinais
contrarios em lados adjacentes de 7. Por exemplo, em relagdo ao segmento
v(i — 1/2) poderiamos ter, digamos: a;(i — 1/2) > 0. Mas em relacdo ao
segmento adjacente (i + 1/2), terfamos (i 4+ 1/2) < 0.
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Agora, a definicao de cispide é um pouco diferente no caso de poligonos

de meia-area, conforme abaixo:

Definigao 5.15 Um ponto M(i) do poligono M €é um cispide quando a reta
bissetora r(i) separa os segmentos M(i—1/2) e M(i+1/2). De modo andlogo,
dizemos que o ponto H(i) é um cuspide de H se a reta bissetora (i) separa
os arcos hiperbolicos H(i — 1/2) e H(i + 1/2).

Observe nas préximas figuras, que um ctspide M (i) e H (i) sempre estd
associado ao vértice (i), em que neste caso particular, recebe o nome de
pt — vertice conforme a Definicao 5.14. Entretanto, nem sempre um vértice
~(i) estard associado a algum cuspide de M ou H.

As préximas figuras exibem as envoltérias H em vermelho, M em azul
e £ em verde. Note que as vezes uma envoltéria intercepta a outra. Estes
padroes obtidos com estas figuras sao explicados e generalizados pelos préximos

resultados que veremos.
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(a) Hexdgono e suas envoltdrias.

(¢) Octdgono e suas envoltdrias.

(e) Decédgono e suas envoltérias.

(g) Dodecédgono e suas envoltérias.

(b) Apenas as envoltérias.

(f) Apenas as envoltérias.

(h) Apenas as envoltérias.

Figura 5.10: Hexdgono, Octégono, Decagono e Tetradecagono com suas envol-

torias H, M e €&.
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Figura 5.11: Envoltérias do Tetradecagono.

O Lema abaixo nos da uma caracterizagao algébrica importante de

pt — vertice em termos da func¢ao § definida em {1,...,2n}.

Lema 5.16 Dado um poligono v, temos que (i) é um pt — vertice se, e
somente se, 6(i —1/2)-6(i +1/2) < 0.

Prova. De fato, pela Definicao 5.14, v(i) é pt — vertice se, somente se,

5(i—1/2)  6(i+1/2)
AT(i—1/2) A*(i+1/2)

(i —1/2) - an(i+1/2) = <0

Isto é, como sempre A" > 0, entdo (i) é pt — vertice se, e somente se,
6(i—1/2)-0(i+1/2) <0

O raciocinio utilizando o coeficiente a5 é idéntico. Portanto, segue-se o resu-

lado. |
J& o teorema a seguir nos d4 uma caracterizacao de pt — vertice que

possibilita seu reconhecimento de forma imediata.

Teorema 5.17 Para que o ponto médio M(i) ndo pertenca ao segmento de

reta E(i), € necessdrio e suficiente que, (i) seja um pt — vertice de 7.

Prova. E possivel observar geometricamente que o ponto M(i) nao pertence

ao segmento v(i)E(i + 1/2) se, e somente se,

A= (i +1/2)

5 <[y(@)=E@+1/2),v(i+1)—E(i +1/2)]
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Por outro lado,

() — EG+1/2),7(i+1) — (i +1/2)] = _WU@’ _«‘W

A YDA D)

v(i+1)

Pelo item (3) do Lema 4.9,

A (i +1/2)AT(+1/2) . . AT (i 4+ 1/2) AT (i 4+ 1/2)
Az iD= )

Assim, temos que:

AT(i+1/2) _ AT(+ /AN +1/2)
2 Ali+1/2)

E dali,
2AT(i+1/2) > A(i+1/2) = AT(i+1/2) + A (i +1/2)
Logo,
AT +1/2) > A" (i +1/2)

Mas pelo item (2) do Lema 4.9, temos que A~ (i+1/2)—A* (i+1/2) = 6(i+1/2).

Concluimos entao que:

5(i+1/2) <0 (5-11)

Com o mesmo raciocinio, é possivel mostrar que M(i) nao pertence ao

segmento y(7)E(i — 1/2) se, e somente se,
5(i—1/2) >0 (5-12)

Finalmente, usando as Equagoes (5-11) e (5-12) concluimos que o ponto M (%)

nao pertence ao segmento £(i — 1/2)E(i + 1/2) = £(i) se, e somente se,
0(i—1/2)-6(i+1/2) <0

O que, pelo Lema 5.16, é equivalente a (i) ser um pt —vertice de 7. Isto prova
o Teorema. [ |
E possivel entdo generalizar tudo que vimos até o momento e enunciar o

seguinte corolario:

Corolario 5.18 Dado um poligono v, os sequintes itens sao equivalentes:
1. v é um pt — vertice de 7.

2. O ponto médio M(i) nao pertence ao segmento de reta E(i).
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3. M(i) é um cispide de M.

4. H(i) € um ciuspide de H.

Prova. A equivaléncia entre os itens (1) e (2) segue imediatamente do Teorema
5.17. A equivaléncia entre os itens (2) e (3), segue pelo Teorema 5.17 e por
consequéncia imediata da Definigao 5.15. Ja a equivaléncia entre os itens (3) e
(4) sdo ébvias também pela Defini¢do 5.15. E finalmente, para a equivaléncia
entre os itens (4) e (1), novamente basta usar o Teorema 5.17 e a Defini¢ao
5.15. |

O exemplo abaixo é interessante para entendermos de maneira mais

pratica os resultados anteriores.

Exemplo 5.19 Com auzilio do software Geogebra, considere o Octogono da

Figura 5.4 no plano cartesiano, conforme a figura abaizo:

Y'(5+1/2)

Y'(2+1/2)

Figura 5.12: Octégono no plano cartesiano.

Pelo Teorema 5.17, observamos na figura, que apenas os vértices y(3) e
~v(7) nao sao pt — vertices. Além disso, pelo Corolario 5.18 apenas o ponto
M(2) nao é um cispide.

Note que, cada par de vetores com cores iguais representam lados "opos-
tos"no poligono. Observe, por exemplo, os vetores em vermelho, eles corres-
pondem aos vetores ¥'(i +1/2) ey’ (i +n+1/2) para i =1 e n =4 fizo.

Pelo Geogebra, temos os sequintes dados: v'(1 + 1/2) = (7,37,—1,32);
v (2 4+ 1/2) = (2,85,2,03); v (3 + 1/2) = (=0,03,2,67); v (4 + 1/2) =
(—0,59,3,33); v (5 + 1/2) = (=7,73,0); ~'(6 + 1/2) = (-3,31,—1,71);
Y(7T+1/2) = (—1,48,-2,46); v'(8 + 1/2) = (2,93, —2,55). Além disso, a
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notagiao ' (i — 1/2) representa simplesmente o lado anterior ao ~'(i + 1/2)

considerando sempre o sentido positivo (anti-hordrio). Assim, temos que:

1. 0(141/2)-0(84+1/2) = [/ (1+1/2),+'(5+1/2)]- [/ (84+1/2),7'(4+1/2)] <
0.

2. 6(24+1/2)-6(1+1/2) = [/ (2+1/2),~4'(64+1/2)]-[7/'(1+1/2),v(5+1/2)] <
0.

3. 6(3+1/2)-0(2+1/2) = [/ (34+1/2),~(7+1/2)]- [/ (2+1/2),7'(6+1/2)] >
0.

4. 0(44+1/2)-6(34+1/2) = [/ (4+1/2),7(8+1/2)]- [/ (3+1/2),~'(7T+1/2)] <
0.

Logo, usando o Lema 5.16, o item (1) mostra que os vértices y(1) e v(5) sdo
pt —vertices, assim como os itens (2) e (4) mostram que os vértices v(2),7v(6)
e v(4),~v(8) respectivamente, também sao pt — vertices. Por fim, apenas o0s

vértices v(3) e v(7) ndo sio pt — vertices.

E finalmente, se um poligono 7 tem simetria impar, podemos contabilizar
a quantidade exata de cuspides existentes sem mesmo precisar de calculos. E

isso que o seguinte corolario afirma.

Corolario 5.20 Se v é um poligono com simetria impar, entdo vy possui n

cuspides.

Prova. De fato, se v tem simetria impar, entao a envoltoria £ é um tinico ponto.
Em particular, v(i) e v(i +n) correspondem a um tnico cispide de M. Como

M é um poligono de n lados, segue-se que v tem n cispides. [ |

5.4
O niimero maximo de cuspides

Nosso objetivo principal nesta se¢do é enunciar e demonstrar o Teorema
dos trés vértices para o caso discreto.

O Teorema dos trés vértices (caso discreto) afirma que qualquer poligono
~ possui uma quantidade impar, e maior ou igual a 3, de pt — vertices no
conjunto {1,...,n}. Mas como o Corolario 5.20 afirma que em poligonos com
simetria impar ha n cuspides, entao é claro que n é o nimero maximo de
cuspides presentes num poligono com simetria impar. Dito isso, e assumindo
como verdadeiro o Teorema dos trés vértices (caso discreto), caso n seja par,
entao necessariamente nao havera n cuspides em v e obviamente, o nimero

méximo de cuspides em {1,...,n} serd menor do que n.
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Iremos entao mostrar que ¢é possivel obter um poligono v com 2n vértices,
com n par e com n — 1 cispides em suas envoltorias.

Mas antes, precisamos de um a propriedade importante dos trapézios.
Consideremos um trapézio ABCD, em que os segmentos de reta AB e
C'D sio paralelos. Seja P = (x9,%9) um ponto qualquer do plano, e defina
Q = Q(P) = (z1,y1) como a interse¢ao das seguintes retas: a reta s’ que passa
pelo ponto B e é paralela a reta s, a qual contém o segmento PD; e a reta r’
que passa pelo ponto C' e é paralela & reta 7, a qual contém o segmento PA.

A figura abaixo ilustra esta situagao:

-

Figura 5.13: Trapézio que ilustra a situagdo acima.

Lema 5.21 Considerando-se o trapézio ABCD descrito acima, os sequintes

itens sao verdadeiros:

1. O ponto Q estd a esquerda do segmento AD se, e somente se, P estd a

direita do segmento BC.

2. O ponto Q estd a direita do segmento AD se, e somente se, P estd a

esquerda do segmento BC.

3. Eziste um tinico ponto P no segmento BC para o qual Q estd no segmento

AD e o segmento PQ ¢é paralelo ao segmento AB.

Prova. Podemos supor sem perda de generalidade que A = (0,0), B = (1,0),

D = (0,1) e C = (c* 1) para algum 0 < ¢ < 1. Precisamos determinar as

equacoes das retas r, 1, s e s, 0o que é feito através de calculos elementares.
Observe que como a reta r passa pelos pontos P = (xg, ) ¢ A = (0,0),

sua equacao é dada por:
Yo
=
To

Y
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Como a reta 7’ é paralela a r e passa pelo ponto C' = (c?,1), sua equagao é

Y= @x—i- (1—%c2>
Zo Zo

dada por:

De forma andloga, como a reta s passa pelo ponto D = (0,1) e P = (z9, o),

entao sua equacao ¢ dada por:

—1
y=<y0 )x+1
To

E finalmente, como s’ é paralela a s e passa por B = (1,0), temos:

_ (?/0—1) (yo—1>
Y= xr —
Zo Zo

Observe que Q = (z1,y1) é a intersecao entre as retas 1’ e s'. Logo, para

encontrar a coordenada 1, podemos resolver:

2 -1 -1
Yo g _ Yo _ (yo )a:— (Z/o )
Zo Zo Zo Zo

r1=1—2— (1—cyo (5-13)

donde

Para encontrar a coordenada y;, basta substituir a Equagao (5-13) em,

digamos, na equacao de s’, obtendo entao:

Y1 = (y0—1> (1—%—(1—02)%)— (y0_1>

Zo Zo

isto é
) 1— 1— 2
y]_ — ( yo)(x(); ( C )yo) (5_14)
0

Assim, o ponto @) é dado finalmente por:

(1 —wo)(wo + (1 — 02)y0)>

Q= (1 — 20 — (1 = *)yo,

Agora, note que a reta que contém o segmento BC' é dada por:

B T n 1
O e R
Logo, para que o ponto P = (xg,%) esteja a direita do segmento BC é
necessario e suficiente que:
—Xp 1 2 2
Yo > + 5 <= Yo(1—c") > —w+1 <= 10 > 1-yo(1—c") <=1 <0

1—¢2 1—c
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0 que, por sua vez, é equivalente a Q) estd do lado esquerdo de AD, o que prova
o item (1). A demonstragao do item (2) é andloga.

Vamos mostrar agora o item (3). Para isso, podemos assumir que xy =
1 — yo(1 — ¢?),0 que implica que z; = 0. Note que isto faz sentido, pois por
construcao do trapézio ABCD, o segmento AD est4 contido no eixo y. Além
disso, para que o segmento PQ seja paralelo ao segmento AB é necessario e

suficiente que tenhamos y; = . Isto é, basta resolver a equacao quadratica

para yo:

o= — 1%
T l- (-
) l1+ec ~ -
Dali, segue-se que yp = 1T_ 2 Observe que pela construgao do trapézio
—c

1+c¢
2 segue-se que:

ABCD, precisamos que 0 < y < 1. Assim, se yg = 12

1
0< <l<=c¢<0
1—c
o que é uma contradi¢ao pois 0 < ¢ < 1. Logo, a tnica possibilidade é que
Yo = 7 Pois
c

1
0<—<1<«=c>0
1+c¢

Portanto, nestas condigoes, concluimos que a tnica possibilidade é que o ponto

P:<1—(1—c2) ! )

"1+¢

P seja tal que:

Isto é, o segmento P() pertence & reta horizontal y = ——. [ |

c
A figura abaixo ilustra a situacao descrita no Lema 5.21 para ¢ = 0, 5.

__ 1 __
Figura 5.14: Segmento P(), sobre a reta y = s paralelo ao segmento AB,
c
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Agora, com o Lema 5.21 demonstrado, podemos construir os exemplos
de poligonos v com n—1 cispides. A ideia é tomar um poligono v com simetria
fmpar com 2(n — 1) vértices e acrescentar mais dois vértice P e () para obter

um novo poligono de meia area com 2n vértices e com n — 1 cuspides.

Exemplo 5.22 Seja v um poligono com 2(n — 1) vértices. Para fixar melhor
a ideia, vamos considerar n = 4 (um hexdgono, neste caso). Consideremos o
trapézio y(1)y(n — 1)y(n)y(2(n — 1)), isto €, v(1)v(3)y(4)v(6) inscrito em .
O Lema 5.21 garante a existéncia de um unico ponto P no segmento de reta
¥(1)7(6) e do ponto Q no segmento de reta v(3)y(4) de forma que o segmento
PQ seja paralelo a W Note que, devido ao paralelismo das diagonais
centrais, o novo poligono obtido acrescentando-se os vértices P,e (), denotado

por vy U{P,Q} também é meia drea. Observe a figura abaizo:

Figura 5.15: Octégono com nimero maximo de cispides.

Veja que, embora os vértices P e Q) sejam colineares com os vértices y(3)
ev(4); v(1) e y(6) respectivamente, o poligono v é um octégono com n—1, ou
seja, 3 cuspides. De fato, o ponto médio de todas as diagonais principais sao

ciuspides, exceto da diagonal PQ).

Exemplo 5.23 FEste exemplo é andlogo ao anterior, entretanto, a ideia aqui
¢ mostrar que também ¢é possivel obtermos o octégono com os novos vértices
nao sendo colineares com menhum outro vértice. Iremos partir do exemplo
anterior. De fato, podemos escolher um ponto Px fora do poligono vy, préximo
do ponto P escolhido no exemplo anterior. Pelo Lema 5.21, existird um ponto
correspondente Qx fora de v e proximo de (). Note que uma vez que escolhemos

o ponto Px prézimo de P, entdo o novo poligono v U {Px,Qx} também
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serd convero e nao possuird vértices colineares. E analogamente ao exemplo

anterior, pelo paralelismo das diagonais centrais, temos que v U {Px*, Qx}

também é meia-drea. Veja a figura abaizo:

)

Figura 5.16: Octégono com niimero maximo de cuspides nao colineares.

Agora, vamos abordar alguns conceitos técnicos preliminares para de-
monstrarmos o Teorema dos Trés Vértices (caso discreto). Primeiro, para cada
i€ {l,...,n}, temos que:

Si+n+1/2)=[({E+2n+1/2),7(i+n+1/2)]
= [y (i+1/2),7 (i +n+1/2)]
=—[(i+n+1/2),7(i+1/2)]
= —0(i+1/2)

(5-15)

Agora, consideremos a funcao definida abaixo:

g: {1,....2n} — R
i—g(i+1/2)

6(i+1/2)

onde ¢g(i +1/2) = A +12)

. Observe que pela Equacao (5-15), temos:
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S(i+n+1/2)
Al +n+1/2)
—0(i+1/2)
At(i+n+1/2)+ A= (i+n+1/2)
_ 6(i+1/2) (5-16)
A= (1 +1/2)+ At(i +1/2)
_ 0(i+1/2)
A3+ 1/2)

=—g(i +1/2)

gli+n+1/2) =

Além disso, vimos no Lema 5.16 que ¢ é um pt — vértice se, e somente se
6(i —1/2) - (i + 1/2) < 0. Entao, decorre imediatamente disto que i é um
pt — vértice se, e somente se,

0(i—1/2) d(i+1/2)

g(i—1/2) - g(i +1/2) = AGi—1/2) A(i+1/2) =0

isto é, se e somente se
g(i—1/2)-g(i+1/2) <0 (5-17)

Lema 5.24 Com as notacoes definidas acima, vale que:
2n
Z g(i+1/2)=0
i=1

Prova. De fato, usando a Equagao (5-16), temos que:

2n

Zg(i+1/2):g(1+1/2)+---+g(n+1/2)+g(1+n+1/2)---+g(2n+1/2)

_ =g(14+1/2)4+---4+9gn+1/2) —g(1+1/2) —--- —g(n+1/2)

como queriamos. [ ]

L L, . : . 1, .
Lema 5.25 Sejam (i + 1/2) = E(fy(z) +y0@+1) ev(i+1/2) = 5(@(2) +
v(i+1)). Entao,

ig(i +1/2)7(i+1/2) =0

Prova. Primeiro, note que



Capitulo 5. Envoltérias de retas bissetoras em poligonos 80

S gli+1/2770+1/2) = 29+ 1/2)(0(1) +9(D) + -+ 59(2n -+ 1/2)((2n) +(1)

= 00+ 1220 +2) = 1(2) + 4+ 1) = 7(0)

;g(n +1/2)(y(2n) —y(n) —v(n+ 1) + v(1))

= > "g(i +1/2)3(i +1/2)

=1

(5-18)

Agora, usando as equagoes do Lema 4.10, podemos obter:
. AT (i +1/2) d(i+1/2) A(i+1/2) .
YD 1) T <A+(¢+1/2)”(Z) T A1) @H/Q))
_0(i+1/2) /.
= mv(z) —v'(i+1/2)

=g(i+1/2)v(i) — 7' (i +1/2)

(5-19)

Assim como podemos obter também:

A=(i+1/2) [ 6(i+1/2) A(i+1/2) ,,.

A+ 1/2) (A—(z' Y R Ay e Sy A 1/2)>
(i +1/2)
A+ 1/2)
=g(i+1/2v(E+1)—~'(i + /2)

V(i +1/2)

v(ii+1)—4'(i+1/2)

(5-20)

1
Podemos agora multiplicar por 5 s Equagoes (5-19) e (5-20) e somé-las

para obter:
gli +1/2)5( +1/2) — /(i +1/2) = ;v’(i +1/2)

Logo,
gli+1/2)5(i +1/2) = ;(fy'(z' F1/2) 44 +n+1/2))

E consequentemente,

L . 1
> g(i+1/2)0(+1/2) = S(3(n +1) = 4(1) +7(1) = y(n + 1)) =0
i=1
Portanto, da Equacao (5-18), segue-se o resultado. [ |
Finalmente, podemos enunciar e demonstrar o Teorema dos Trés Vértices

para o caso discreto.
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Teorema 5.26 (Teorema dos Trés Vértices - Caso Discreto) Seja v
um poligono. O nimero de pt — vertices de v em {1,--- ,n} é sempre impar

e maior ou iqual a trés.

Prova. Primeiro, mostremos que o nimero de pt — vertices em {1,--- ,n} é

sempre fmpar. Para verificar isso, lembremos da Definicao 5.14, que nos diz
o(i+1/2)
————— ou
A*(i+1/2)

que (i) é pt — vertice de v quando os coeficientes a; =

o(i+1/2) .
ay = ————— mudam de sinal em i. Assim, pela Equagdo (5-15), para
* = AT 12) pela Equagao (5-15), p
cada i € {1,...,n}, temos que 6(i +n + 1/2) = —0(i + 1/2). Isto é, em
{1,...,n}, os coeficientes a; e ay mudam de sinal uma quantidade impar de

vezes, e consequentemente, v possui uma quantidade impar de pt — vertices
em {1,...,n}. Agora, mostraremos que esta quantidade de pt — vertices é
sempre maior ou igual a trés. Para isso, suponhamos por reducao ao absurdo
que exista um dnico pt —vertice de v em {1,...,n}. De maneira andloga a que
foi feita na demonstracdo do Teorema 3.14, vamos denotar 7(ig) = (zo, yo)-
Consideremos A, B € R constantes donde podemos escrever a equacao da reta

bissetora que intercepta vy em 7(ip) como:
Alx —z9) + By — 1) =0

Podemos supor, sem perda de generalidade, que na regiao do plano cujos pontos
(x,y) satisfazem
A(x —x0) + By —yo) >0

a funcado 0 assume apenas valores positivos. Assim, obtemos que:

i0+n i0+n 5 i + 1/2) i0+n (52(i + 1/2>
§-(Agy + Bgo) =4 |A i + — >0
2.5 Uait B D NER Y R P R YEy
E
i0+2n i0+2n (5 ’L + 1/2 io+2n 52 ’L + 1/2)
0-(Ag1 + Bgs) = A ! >0
ZO;” loz-&-n i+ 1/2 zo;n ‘AQ 7’ + 1/2)

Mas as igualdades acima contradizem o Lema 5.25. Portanto, segue o resultado.
[ |
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A construcao inversa

Neste capitulo, nosso objetivo é responder a seguinte pergunta: através
das envoltorias que estudamos anteriormente, é possivel determinar a qual
poligono v elas pertencem? Dito isto, dada as envoltérias £, M e H iremos
fazer uma analise nestes objetos para determinar se é possivel obter Iguma

informacgao sobre 7.
6.1
O poligono auxiliar

Dado um poligono 7, defina o seguinte poligono auxiliar:

(i) = (1= c(@)y(i) + ey (i + n) (6-1)

A priori, ¢ é uma fungao real qualquer que associa cada i € {1,...,2n} a um
numero real ¢(7).
De forma andloga ao que fizemos anteriormente para um poligono 7,

vamos definir o campo de vetores:

o(i) =7(i +n) —7() (6-2)

E intuitivo entdo utilizarmos a notacéo 7'(i + 1/2) para representar o lado de
7 entre os vértices 7(i) e ¥(i + 1). E de forma andloga, consideremos também
as funcdes A (i +1/2) e A (i — 1/2).

Para a andlise que iremos fazer, ¢ importante expressar os itens citados
acima em fungdo de v, ¢(7). Assim como as demais fungoes associadas a 7. E

isto que o lema abaixo faz:
Lema 6.1 Dados v e o poligono auziliar associado conforme (6-1), entdo:
1. 9(i) = (1 — 2¢(2))v(d).
2. Temos que:
F(i+1/2) = 1—c(@)V'(i4+1/2)+c(@)y (i+n+1/2)+ (i+1/2)v(i+1)
Ou de forma equivalente:

¥ (i+1/2) = (1—c(i+1))y (i+1/2)+c(i+1)7 (i+n+1/2)+ (i+1/2)v(3)
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3. Além disso, temos:
A (i +1/2) = (1 —2c(i + 1)) (A (i +1/2) — c(i)A(i + 1/2))
E também:
AT 4+1/2) = (1 = 2c(D))(AT (i +1/2) — c(i + 1) A + 1/2))
Prova. Primeiro, afirmamos que:
c(i) = cli +n), Vi
De fato, note que:

2 2 2
(c(i)+1—c(i+n))
2

7@+ +n) (A =@y +elr(itn) (A =clitn)ylitn)+cli+n)y()

_ Qe telitn) g

v(i +n)

Dai, para que a igualdade acima seja verdadeira, é necessario e suficiente que,
c(i) = ¢(i + n), o que prova a afirmacao.

Agora, vamos mostrar cada item separadamente.

1. Usando a afirmacgao acima, basta observar que:

w(i) = (i +n) — 7(0)
— (1= c(i)y(i+n) + (i) (i) — (L= e(@))y() — i)y (i +n)
= (i + m)(1 = 2¢(d)) — 7(0) (1 — 2c(i))

— (1 - 2¢(i))vi)

2. Temos que:

7(i+1/2) =7 + 1) —7(i)

=1—=cl+D)vi+1)+ci+DyGE+n+1)— (1 —c(i)y(z) — c(i)y(i + n)

=v(i+1)—cli+1)yE+1) +c(i +)yGE+n+1) — (i) + c(i)y(q)
—c(i)y(i +n)

=30 +1)—~v0) —ci+ )y + 1) +c(i+ )y(i +n+ 1) + c(i)y(7)
—c(@)y(i+n)+ei)y(i+1) —c@)y@E+ 1) +c(@)y(i+n+1) —c(i)y(i +n+1)

=~(i+1/2) —c(i)y (i +1/2) +c(i)y(i+n+1/2)+c(i+ 1)v(i +1)
—c(i)v(i+1)

=1 —ci)Y(@E+1/2)+c(i)y (i +n+1/2)+ (i +1/2)v(i + 1)
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Ou, de forma equivalente:

7(i+1/2) =7(i+1) = 7(i)
=(1—=cl+D)yE+1) +cle+Dy(i+n+1)—(1—c@)y(i) — c(i)y(i + n)
=y +1) —cli+1)v(@+1)+ci+ Dy@E+n+1) — (@) + c(i)y(d)
—c(i)y(i +n)
=y +1) =) —cli + 1)y(@E + 1) +c(i + 1)y +n+ 1) + c(i)y(4)
—c(i)y(i+n) +c(i+ D)y(i) — c(@ + 1)y(i) + c(i + 1)y +n) — c(i + 1)y(i +n)
=7 4+1/2) —cli+ D)Y@+ 1/2) +c(i + )Y (i +n+1/2) + c(i + 1)v(i)
— c(i)o(z)

=(1—cl+1))Y(@+1/2)+ci+ 1)y (i +n+1/2)+ i+ 1)v(s)

3. Para provar este item, usaremos os itens (1) e a segunda parte do item

(2). Temos que:
A (i+1/2) =7 (i +1/2),v(i + 1)]
Vamos desenvolver separadamente o determinante:

[(T=cli+ D)V (i+1/2)+ci+ 1)y (i+n+1/2)+ (i + 1/2)v(i), (1 — 2¢(i + 1))v(i + 1)]
0] (n (111) (v)

Usando as propriedades basicas da multilinearidade (separando (I), (II)

e (III) de (IV)), obtemos que:
— (I) com (IV): (1 —c(i+1))(1 —2¢c(i + 1))[y'( + 1/2),v(i + 1)].
— (I) com (IV): ¢(i + 1)(1 = 2¢(i + 1)) [/ (i + n+ 1/2),v(i + 1)].
— (III) com (IV): ¢(i + 1/2)[v(i), v(i + 1)].

Fazendo as devidas simplificacoes e unindo os trés itens aciama, conclui-

mos portanto que:
A (1+1/2) = (1 —2c(i+1))(A (i +1/2) — c(i)A(i + 1/2)).

De forma anéloga, usando os itens (1) e a primeira parte do item (2),

podemos concluir que:
AT +1/2) = (1= 2¢() (AT (i + 1/2) — c(i + 1) A(i + 1/2))

Como queriamos.
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Antes de prosseguirmos, adiante usaremos as notagoes E(7), M(v) e
‘H(7) para representar, respectivamente, as envoltorias discreta, dos pontos
médios e hiperbdlica de um determinado poligono v. O teorema abaixo é o
resultado principal deste capitulo e estabelece, finalmente, a andlise referida

anteriormente no inicio do capitulo.

Teorema 6.2 Sejam v e 7 dois poligonos de meia-drea quaisquer, tais que
nao haja lados opostos paralelos. Se E(7) = E(y) e M(F) = M(y), entio 7
¢ do tipo (6-1) com c constante. Reciprocamente, qualquer poligono % do tipo

(6-1), com ¢ constante, possui as mesmas envoltorias € e M de 7.

Prova. Suponha que £(7) = &£(v) e M(5) = M(v). Geometricamente, é
evidente que a reta bissetora r(i) e o ponto M (i) sdo os mesmos para 7y e
7. Isto implica necessariamente que 7 é do tipo (6-1).

Precisamos mostrar agora que a reta r(i) também é uma reta bissetora

para 7, o que por sua vez, é equivalente a:

AT (i+1/2)=A (i+n+1/2),Vie{l,...,2n} (6-3)
Mas por outro lado, pelo Lema 6.1, a Equagao (6-3) pode ser reescrita como:
(1—2¢(i)) (AT (i+1/2)—c(i+1)A(i+1/2)) = (1—2c(i+1)) (AT (i+1/2)—c(i)A(i+1/2))

(6-4)
Efetuando-se as devidas simplificagoes, a Equagao (6-4) pode ser reduzida a:

2QAT(1+1/2)d (i +1/2) = A(i + 1/2) (i + 1/2)
O que por sua vez, é equivalente a:
Ali+1/2)2AM (i +1/2) — A(i +1/2)) =0

Isto é,
—d(i+1/2)0(i+1/2)=0

Como nao hé lados paralelos, entdo (i +1/2) # 0. O que é equivalente a dizer
que (1 +1/2) = c(i + 1) — c(i) = 0, ou seja,

cli+1)=c(i),Vie{l,...,2n}

Isto é, ¢ é constante. Assim, concluimos portanto que (i) é uma reta bissetora
para 7.
A prova da reciproca deste Teorema é analoga ao que fizemos acima,

basta seguir os passos ao contrario. Portanto, concluimos a demonstragao. W
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Com o Teorema 6.2, estabelecemos finalmente que, dado ¢ € R, os
poligonos com as mesmas envoltérias discreta e dos pontos médios, formam
uma familia F parametrizada por c. Isto é, dado um poligono v, podemos
definir o conjunto de todos os poligonos com as mesmas envoltorias £ e M de

~ conforme abaixo:
Fy ={re: 1e(t) = (L= c)y(i) + ev(i +n); c € R}

Observe nas figuras abaixo, exemplos de poligonos com seus poligonos

auxiliares em vermelho. Veja que para alguns valores de ¢, nao ha convexidade:

(a) Hexdgono com c¢(i) =1, 5. (b) Para c(i) = 0,4, nao hé convexidade.

(¢) Octdgono com ¢(i) = 1, 6. (d) Para ¢(i) = 0,2, ndo hé convexidade

(e) Decdgono com ¢(i) = 0, 9. (f) Para c(i) = 0,7 nao ha convexidade

Figura 6.1: Hex4dgono, Octégono e Decdgono, e exemplos de poligonos auxili-
ares.

E importante observar que, em geral, H(v) # H(7). Na figura abaixo
temos o caso do Hexdgono com seu poligono auxiliar com c(i) = 4,5. Nesta
figura temos um arco de hipérbole de cada envoltéria (dos dois poligonos)
prolongados. Observe que, embora sejam bem préximas, as envoltérias H(7)
(em vermelho) e H(¥) (em verde) se distanciam conforme se afastam dos

vértices de M.
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(a) Hexdgono (em preto) e o poligono auxiliar

(vermelho)

(b) Os arcos de hipérbole das envoltérias

Figura 6.2: Hexdgono e seu poligono auxiliar com parametro c(i) = 4,5

De fato, a hipérbole que contém o arco hiperbdlico, digamos H(7)(i +
1/2) possui um comportamento assintético as retas suportes que contém os
segmentos (i + 1/2) e 7/(i + n + 1/2). E a hipérbole que contém o arco
hiperbélico H(7.)(i + 1/2) possui comportamento assintético as retas suportes
correspondentes de 7. Portanto, se H(5) = H(y) e v ndo possui lados opostos

paralelos, entao concluimos que v = 7.



7
Consideracoes finais

Nesta dissertacao de mestrado, revisamos alguns conceitos importantes
de Geometria Diferencial referente a familias de curvas planas. Além disso,
vimos também uma interessante conexao entre tais conceitos com a Geometria
Discreta.

Vimos no inicio deste trabalho, que dada uma curva convexa fechada,
calcular a envoltéria de sua familia de retas bissetoras nao é uma tarefa simples,
pois normalmente exige cdlculos complexos e longos, e em geral convém
utilizar métodos numéricos para resolver tal tarefa. Entretanto, considerando-
se uma curva convexa fechada, é possivel discretiza-la, de modo a obter uma
aproximacao da mesma por um poligono. Veja na figura abaixo um exemplo

de curva aproximada (de maneira nao rigorosa) por um poligono:

Figura 7.1: Curva convexa aproximada por poligono

E intuitivo e, de fato, correto, afirmar que a envoltéria da familia de retas
bissetoras do poligono sera uma boa aproximacao da envoltéria da curva. Sendo
assim, uma interessante aplicacao para o estudo tedrico feito nesta dissertacao
é o fato de que: dada uma curva convexa fechada, da qual precisamos calcular
a envoltoria da familia de retas bissetoras, podemos aproximar tal curva por
um poligono conveniente e calcular a sua envoltéria, que conforme ja vimos, os
calculos sao mais simples. E posteriormente, utilizar a envoltéria obtida como
uma boa aproximacao para a envoltoria das retas bissetoras da curva fechada
em questao.

Apesar de termos restringido nosso estudo para poligonos de meia-
area, ficou implicito que é possivel transformar qualquer poligono convexo em

um poligono de meia-area. De fato, este processo pode ser feito de maneira
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relativamente simples adicionando-se alguns vértices extras. Sendo assim, o
que foi estudado aqui possui aplicacao para uma ampla classe de poligonos.
Vimos no capitulo final que um poligono de meia-area ¢ determinado
unicamente por sua envoltoria H, desde que, tal poligono nao tenha lados
paralelos. Vimos também que dado ¢ € R, e dado poligono v, os poligonos

com as mesmas envoltorias M e £, dados pela expressao:

7(@) = (1= c)y(i) + er(i +n)

formam uma familia parametrizada pela constante c. Entretanto, para deter-
minandos valores de ¢, o poligono 7 perde a sua convexidade. Sendo assim,
uma proposta de tépico para possiveis trabalhos futuros que déem continui-
dade ao que foi estudado aqui, seria determinar a relacao entre a constante ¢
e a perda de convexidade do poligono 7, e mais geralmente, quais valores de ¢
tornam o poligono nao convexo.
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