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Resumo

Cordeiro, Fernanda Py Silva; Craizer, Marcos. Quadricas de
Moutard em Superficies. Rio de Janeiro, 2023. 49p. Tese de
Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

O contato com modelos geométricos tais como planos, esferas ou qua-
dricas é uma importante ferramenta para entender a geometria diferencial de
uma superficie. Nesta tese, estudamos o contato de superficies com quadricas,
e mais particularmente, com as quadricas de Moutard. Estendemos os resul-
tados conhecidos para o caso de pontos parabdlicos e curvas flecnodais em
superficies genéricas. Consideramos também o contato de hipersuperficies com

hiperquadricas de Moutard.

Palavras-chave
Contato de quadricas com uma superficie; Quadricas de Moutard;

Direcoes de Darboux; Hiperquadricas de Moutard.



Abstract

Cordeiro, Fernanda Py Silva; Craizer, Marcos (Advisor). Moutard
Quadrics on Surfaces. Rio de Janeiro, 2023. 49p. Tese de
Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

The contact with generic models like planes, spheres or quadrics is an
important tool to understand the differential geometry of a surface. In this
thesis, we study the contact of surfaces with quadrics, more specifically, with
Moutard quadrics. We extend the known results for the case of parabolic
points and flecnodal curves in generic surfaces. We consider also the contact

of hypersurfaces with Moutard hyperquadrics.

Keywords
Contact of quadrics with a surface; Moutard quadrics; Darboux direc-

tions; Moutard hyperquadric.
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1
Introducao

O estudo da intersecao entre superficies e quadricas na geometria dife-
rencial proporciona o entendimento das conexoes entre as propriedades geo-
métricas e algébricas desses objetos.

Ao iniciar nosso trabalho, exploramos a busca por uma quadrica no feixe
de quadricas osculadoras que estabelece um contato mais pronunciado com a
superficie no ponto em andlise. Para atingir esse objetivo, empregamos uma
das dire¢oes de Darboux, que faz com que o contato de ordem 3 da quadrica
osculadora com a superficie seja um cubo perfeito.

Investigamos a funcao contato entre a superficie e a quadrica, exami-
nando o tipo de singularidade que ela apresenta. Dessa forma, descobrimos
a quadrica que possui o contato mais forte com a superficie. Notavelmente, a
quadrica identificada coincide com a quadrica de Moutard quando considerada
na mesma direcao de Darboux. Essa constatacao despertou um interesse nas
quadricas de Moutard.

No seguimento deste estudo, no capitulo 3, abordamos o artigo [1] sobre
quadricas de Moutard, oferecendo uma perspectiva atualizada sobre suas
descobertas. Neste contexto, ampliamos a analise para pontos quadraticos
e pontos flecnodais. Um ponto tacnodal é um ponto de inflexdo de uma
linha assintética. Neste capitulo mostramos que, em pontos tacnodais, as trés
diregooes de Darboux coincidem com a dire¢ao assintotica correspondente.

No capitulo 4 analisamos as quadricas de Moutard e as dire¢oes de
Darboux em pontos parabdlicos. Nesse cendrio, as quadricas de Moutard
podem se degenerar. Mesmo assim, demonstramos que varias propriedades
essenciais dessas quadricas sao preservadas em pontos parabodlicos genéricos.
O resultado mais interessante deste capitulo afirma que, assim como ocorre em
pontos hiperbdlicos e elipticos, as dire¢oes de Darboux em pontos parabdlicos
genéricos coincidem com as dire¢oes de anulamento da forma ctbica.

No capitulo 5 estudamos as hiperquadricas de Moutard [8]. Demonstra-
mos que a quadrica de Moutard da intersecao de um k-plano com a hipersu-
perficie coincide com a intersecao da hiperquadrica de Moutard com o mesmo
k-plano. Além disso, obtivemos uma generalizacao para dimensoes arbitrarias

do resultado mencionado acima, que diz que as dire¢oes de Darboux coincidem
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com as dire¢oes de anulamento da forma cubica. Esta generalizacao nos parece

o resultado mais interessante obtido nesta tese.



2

Definicoes preliminares

2.1
Contato com conicas e quadricas

Defini¢ao 2.1 Considere M wuma superficie suave definida por a(u,v) =
(fi(u,v), fo(u,v), fs(u,v)), com a(ug,vg) = P, e N outra superficie suave
definida pela pré-imagem do zero de F(x,y, z). Definimos a fun¢io de contato
entre M e N como g(u,v) := F(a(u,v)). Dizemos que as superficies tém um

contato de ordem k em P se as sequintes condigoes forem satisfeitas:
— g(ug,v9) = 0.
— Todas as derivadas de g de ordem menor ou igual a k em P sao nulas.
— g possui alguma derivada de ordem k + 1 nao nula em P.

Podemos estender esta definicao de forma andloga para variedades de dimensao

n.

Definicao 2.2 Dizemos que uma conica € osculadora a uma curva em um

ponto P se a conica e a curva tém um contato de ordem J neste ponto.

Definicao 2.3 Dizemos que uma quddrica é osculadora a uma superficie em
um ponto P se a quddrica e a superficie tém um contato de ordem 2 neste
ponto. A quddrica € considerada hiperosculadora se o contato for de ordem 3,

e nesse caso, chamamos P de ponto quadrdtico.

Lema 2.4 Seja z = agz? + azz® + agx* + O(5) uma curva planar, com a # 0.

Sua conica osculadora, na origem, é dada por

2
a Qg as 1
2% + —%4——3 22+—2x2——z:0
CLQ a2 a2 a2

Prova. Considerando a conica

Az*+ B>+ Crz+Dx+Ez+ F =0 (2-1)

A funcdo contato da curva z = asz? + azz® + ayz* + O(5) com a conica é
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g(z) = Az + Baiz* 4+ Caga® +Casx* + Dx + Eayx® + Easr® + Bayr* + F+0O(5)
Para que (2-1) seja uma conica osculadora, devemos ter:
g(0)=F=0, ¢(0)=D =0, ¢"(0) =2(A+ Eay) =0,

g"(0) = 6(Cay + Eaz) =0 e ¢""(0) = 24(Baj + Cas + Eay) =0

Sendo assim,

A A Aa? A
E=-2c=20 p=_2% 20
a/2 CL2 CL2 a2

Portanto, a conica osculadora tem a seguinte forma:

Aa?2  Aa Aa A
Ax® + (—434—34> zz—l——;’m——z:o
Qg as 5 Q2

2
a a a 1

2 3 4 2 3

e o et it + 12— —2=0
as  as as Qo

2.2
Direcdes de Darboux e forma cubica

Definicao 2.5 Definimos um ponto como um ponto triplo quando a curva
atravessa o ponto em questdo trés wvezes, considerando as multiplicidades

envolvidas.

Definicao 2.6 A curva de intersecao entre uma superficie e uma quddrica
osculadora apresenta um ponto triplo no ponto de intersecao, resultando em
trés direcoes tangentes messe ponto. Quando essas trés direcoes tangentes
coincidem, elas sdo denominadas direcoes de Darbouzx. Essas direcoes podem

ser reais ou complezas.

Definicao 2.7 Um ponto em uma superficie é chamado de ponto quddratico
quando existe uma quddrica que apresenta um contato de terceira ordem com

a superficie nesse ponto.

Proposicao 2.8 Um ponto hiperbdlico, nao quadrdtico, de uma superficie S
possui trés direcoes de Darboux, sendo duas delas compleras e uma real. Em

um ponto eliptico, nao quadrdtico, as trés direcoes de Darboux sdo reais.
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Prova.

Faremos a demontracdo para o caso hiperbdlico e usaremos a forma
normal de Pick para expressar a superficie S numa vizinhanga de um ponto
hiperbdlico. Mais detalhes podem ser encontrados em [2].

Considere a superficie S descrita por:

a2 3. 3 anr® aznrdy  anr®y?  apry®  awy
= —_— 0] ) 2-2
z a:y+6(35+y)+24+ e tT 5 T +24+(),( )

onde «, a;; € R. Considere também a quadrica genérica

A + By +C2* + Dry+ Evz + Fyz +Gr + Hy + 1z +J =0. (2-3)

A funcao contato entre a superficie dada pela equagao (2-2) e a quéadrica

(2-3) é determinada por

g(z,y) = J + Gz + Hy + Az* 4+ By +(D+I)xy—|—]af 3_|_Iafy3+
Ex?y + Fay? —|——|—(E°‘f_|_fa40)x _|_(Fa\f_|_lao4)y +(Faf+1a31)xy+
+ (552 + 150) oy + (O + 152) 2y + 009)

Portanto a quadrica (2-3) é uma quadrica osculadora a Superficie S, na origem,

se nesse ponto, temos
J=G=H=2A=2B=D+1=0.

Se I # 0, assumimos I = 1. A fun¢do contato entre a superfie S e a

familia de quddricas osculadoras —xy + Fxz + Fyz + Cz? 4+ 2z = 0 se torna

V3 s VD
6 6

Na origem, a curva de intersecao entre a superficie e a quadrica é

+ Ex*y + Fay® + O(4).

g(r,y) =

representada por g(x,y) = 0. As diregoes tangentes nesse ponto coincidem se o
3-jato de g(x,y) for equivalente a um cubo perfeito. Isso nos leva a considerar
a expressao
a2 6 6
— 2+ P+ E—=2*y + F——=xy* |,
6 a2 a2

na forma canodnica

V2

(ax + by)*.

Estabelecendo a® = 1 e b® = 1, ¢é possivel determinar os coeficientes F e F' das

quadricas osculadoras que determinam as dire¢oes de Darboux.

E=—
2
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Considerando os possiveis valores de a e b na equagao CY\[(czx +by)? =0,
encontramos as 3 dire¢des de Darboux, sendo elas (1, —1), (w,—1) e (w?, —1),
onde w é uma raiz cubica da unidade.

Se I = 0, temos também D = 0 e nesse caso, a fun¢do contato
entre a superfie S e a familia de quadricas osculadoras ¢ dada pela equacao
g(z,y) = Ex*y + Fry* + O(4) e ndo temos uma diregdo tripla na origem.

Em um ponto eliptico a forma normal de Pick é da forma

2% + 92 x® — 3xy?

v= +a 5 +O0(4)

e neste caso, a func¢ao contato da superficie com uma quadrica osculadora na

origem ¢

3E+a3 F F E —
+ =yt + =2ty +

)
g 5 5 5 zy© 4+ O(4).

g(r,y) =

Para que a parte ctbica de g(z,y) seja um cubo perfeito, devemos ter
F=0E=aoukF = ‘["‘E— ouF—_faE—_—”‘Portanto temos as

direcées (0,1),(v/3,1) e (\/_,1).

2.2.1
Estrutura de Blaschke

Para uma imersao f : U C R? — R? no espaco tridimensional, denotamos
por X(U) o espago de campos vetoriais em U. Dado um campo vetorial &

arbitrdrio transversal a f, escrevemos, para X,Y € X(U),

onde h é uma forma bilinear e V uma conexao. Vamos assumir que h é nao

degenerado, o que é independente da escolha de £. Escreva também

Dx¢ = f(SX) + 7(X)E, (2-5)

onde 7 é uma 1-forma e S um operador linear. E bem conhecido que
existe um campo vetorial &, inico a menos de sinal, tal que 7 = 0 e as formas
de area determinadas por h e por £ coincidem. Esse campo vetorial é chamado
de normal afim de Blaschke, a métrica correspondente e a conexao também

sao chamadas de Blaschke.
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2.2.2
Forma cubica

Considere a estrutura de Blaschke da imersao nao degenerada f. A forma

cubica é definida por
C(X,Y,Z)=XhY,Z)—hVxY,Z)—h(Y,VxZ). (2-6)

E bem conhecido que C' é simétrica em (X,Y, Z). Além disso, a condicio de

apolaridade se mantém: N
Z h" C]m'j =0 s (2_7>
0]

para qualquer k, onde Cy;; = C(X}, X;, X;) e (h) é o inverso de (hy;).

2.2.3
Normal afim de Blaschke de um grafico

Assuma que f é dado como o gréifico de uma fun¢ao g(z,y). Entao
podemos calcular o normal afim £ pelo seguinte procedimento. Denote &, =
(0,0,1) e escreva & = ¢ + Z1 fr + Za f,. Entao temos que

¢ = |det(D?)|
e (41, Zs) satisfaz a equagao

Zpx  Zay _ o
Ray  Ryy Py .

Considere a imersao f(x,y) = (z,y, z(x,y)), onde z é dado pela equagao

Zy
Zy

(2-2). Escolhemos um campo vetorial transversal de tentativa & = (0,0,1).

Aplicando a férmula de Gauss

aos campos X = a% eY = 8%, obtemos a forma fundamental afim de Blaschke
hO de 507
2 1
ho = D?*z = o2 )
1 av2y

O campo normal afim é dado por ¢ = ¢& + Z onde ¢ = |det[ho]|'/*.
Como estamos considerando (x,y) perto da origem, neste caso, |det[hg]| =

(1 — 2azy) > 0, portanto

o= (1- 2a2xy)1/4,
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6o = g s
T 2(1 — 2a2ay)3/4

4, = o’
Y 2(1 — 2a2ay)3/Y

2]

o?(ay2y? — 1)

2(1 — 2a2zy)7/4’

e Z ¢ determinado por

Z

Z>

aﬂx 1
1 a2y

Logo

Z) =~

o?(av2z? — y)
2(1 — 2a2zy)7/4

ZQI—

£=(- o’ (o/2y* — ) o o (/222 — y) (11— 2a2xy)1/4 ‘
2(1 — 2a2zy)™4 7 2(1 — 2a2zy)7/4

A métrica de Blaschke ou métrica afim é determinada por h = %f

Portanto, a conexao induzida é

lea:ac ZQZaca;
VX = — X — Y,
¢ ¢
le:c ZQZx
VyY = 2wy 22y
¢ ¢
le ZQZ
VyY = Zlwx  Dwy
" 2 6

Na origem, observamos que VxX = VxY = VyY = 0. Com isso, determina-

mos a forma cibica da superficie S neste ponto,
C(X,X,X)=Xh(X,X)—2h(VxX, X) = —aV2,
C(X,X,Y)=Xh(X,X)—2n(VyX,X) =0,
C(X,Y,Y)=Xh(Y,Y)—=2R(VxY,Y)=0 e
C(Y,Y,Y) = Xh(Y,Y) = 20(VyY,Y) = —av/2.
A forma ctbica se resume a:
C = —av2(dz® + dy).

Dessa observacao, podemos concluir:
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Proposicao 2.9 As direcoes de Darboux coincidem com as direcoes de anula-

mento da forma cibica.

2.3
Quadricas de Moutard

Proposigao 2.10 Considere S uma superficie e T uma direcio tangente d
superficie S no ponto P. A unido das conicas osculadoras de todas as segoes
planares em S que contém a direcio T' forma uma quddrica, veja a figura 2.1.

Essa quadrica é chamada de quddrica de Moutard de tangente T' no ponto P.

Prova.

Vamos demonstrar o caso onde P é um ponto hiperbélico. Para o caso
eliptico, veja a referéncia [3].

Seja S a superficie definida pela equacgao (2-2) e considere a dire¢ao

y = px, com p # 0. Um plano arbitrario que contém essa direcao é dado por
Az =y — ux. (2-8)

A projegao da intersegao de S com o plano (2-8) no plano xz é

z=x(A\z+ pz) + Oég/ﬁ(xg + Az + px)?) + O(4).

Aplicando a expansao de Taylor nesta curva, obtemos:

2, V2o + 6 4 /2
6

z = px 2® 4+ Bt + O(5), (2-9)

onde

B 16,u2\/§a)\ + 4 a2 + 24N 1 + ayo + 4asi i + 12a900% + darsp® + agap

p 24

Segue do lema 2.4 que a conica osculadora a curva (2-9), na origem, tem

a seguinte forma

200 2 1
I2_6122+\/_a,u +a\/_+6/\uxz——z:0,
6 I

onde

| —4a?p8 4 2420 i Basop + 12a51 4 + 36asop® + 12a130* 4 3agap®

A T

— ux

.. Y as L 1o
Ao substituir A por na conica osculadora, encontramos a quadrica

de Moutard:

z
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a(p® =2)v2 a2 —1)v2

—xy + Tz 24 Bo? + 2 =0, 2-10
Yy 6.1 6.2 Y B2 ( )
com
B, = 40?1 + 8y + 40 + 3agop + 12a31 42 + 36ap> + 12a13p* + 3agyu®
2 = 7203 ’
|
Curva osculadora
Y
Pl ] Superficie
ano que
contém T
Curva de
intersecado
Plano tangente
Tangente T
Figura 2.1: Quadrica de Moutard
2.4

Quadricas em pontos quadraticos

Considere a superficie S determinada por (2-2). Como vimos anteri-
ormente, a familia de quéddricas osculadoras a essa superficie é dada por

—xy + Fxz + Fyz + C2?2 + 2 = 0 e a funcdo contato entre a superficie e
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uma quadrica osculadora ¢ a seguinte:

a2 a2
g(x,y) = 5 x® + 5 y® 4+ Ex’y + Foy* + O(4).

Acrescentamos as seguintes condigbes para um contato de ordem 3:

g g
63(00)_af_0 03<00)_0‘\/__0
g D3g

8m23y(0 ,0) =2E =0, 6xay2(0,0) =2F =0.

Concluimos que a origem é um ponto quadratico, ou seja, a superficie tem
um contato de terceira ordem com uma quadrica (ndo degenerada) neste ponto,
se « = 0. A familia de quadricas hiperosculadoras, neste caso, é determinada
por —zy + Cz* + 2 = 0.

2.5
Quadricas de melhor contato

Em pontos onde o # 0, o melhor contato que conseguimos é o de segunda
ordem. A familia de quadricas osculadoras é determinada por —zy + Ezz +

Fyz+C2*+ 2z = 0 e a funcao contato é:

g(z,y) = 0‘\[ x3 + "“{y:)’ + Ex?y + Fay?+
(o ) (8 ) ()
+ E%ﬂ—l-al?’)xy +(C+%) —|—O( )

Com a intencao de encontrar quadricas com um contato mais forte, conside-
ramos as quadricas que determinam as dire¢oes de Darboux. Temos que um
ponto hiperbdlico possui apenas uma diregao real de Darboux (1,—1). A fa-
milia de quédricas que determinam essa dire¢ao é dada por

a\/§ a\/§

5 acz—k?yz—i-C'ZQ—i-z:O,

—zy +

e a funcao contato entre essa quadrica e a superficie é

a2 3 an\ 4, (@ | ao
g(z,y) = . (x+y)+<6+24>a: +<6+24 Y+

a?  ag 3 o aps 3 a22
e C )22 O(5).
(6+6 e :cy+<+2 z?y* + 0(5)

Com o objetivo de selecionar apenas uma quadrica osculadora em cada

ponto, vamos estudar o tipo de singularidade da funcao contato e escolher
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uma quadrica que apresente um contato mais forte com a superficie. Para
isso, consideramos o difeomorfismo H(z,y) = (v — y + Az + Bay + Cy?,y) e
observamos que a func¢ao g(u,v) = g (H(u,v)), que é R-equivalente & g(z,y),

possui a seguinte forma:

24
(3B + —3a2—g4o+a31) w3 + (—a40+3a316+a13—6a22 _ 20) UUS—I—

(30 + 2a2+a40_42a31+2a22 + O) U2U2 + 0(5)

g(u7 U) — QT\/EU?) + <3A + %2 + %) U4 + <a40+a04—4a31—4a13+12a22 + C) U4+

A_ _ o’ aw B _ _ =3a%—asp+tasn ~ _ _ 2a%+as0—2a31+2a90
Escolhemos A = —9c — %% B = i e(C = 5
3

zeramos os coeficientes de u*, u3v e u?v? respectivamente. Se o coeficiente de vt

©|Q
o

nao for nulo, a singularidade de g é do tipo Es. Para obtermos um contato mais

__a4go+tagsa—4az1 —4a13+12a90
24

terda uma singularidade do tipo E>7. Mais detalhes sobre singularidades podem

forte com a quadrica, escolhemos C' = , dessa forma g
ser encontrados em [9].
A quédrica que possui o melhor contato com a superficie, na origem, tem

a seguinte equacao

2 2 —4 —4 12
—ay+ Oé;/_ a\/_yz B (CL40 + apq as1 a13 + a22> 21—

xz + 9 21

Proposicao 2.11 A quddrica de melhor contato encontrada anteriormente é

tgual a quadrica de Moutard quando considerada na mesma diregao de Darbouz.

Prova. Para verificar a igualdade basta substituir p por —1 na quadrica (2-10)

encontrada anteriormente. |



3
Propriedades da quadrica de Moutard

3.1
Feixe de Moutard

Considere a superficie S em uma vizinhanca de um ponto hiperbdlico
P. A partir de algumas transformacoes afins, consideramos o ponto P como a
origem e o plano tangente a superficie como o plano zy. A equacao da superficie

pode ser escrita da seguinte forma:
z =y +ax’ + By’ + fu(z,y) + fi(z,y) + O(6), (3-1)

onde

falz,y) = azpz* + a1’y + anr®y? + azry® + auy?,
f5(2,9) = asor® + anr'y + aznr®y? + anr*y® + aury® + apsy’

Estamos usando a referéncia [1] como base. No entanto, com o objetivo de
alcancar um resultado mais abrangente, usamos os coeficiente a e § como
coeficientes de 22 e y3 respectivamente. Isso nos permite verificar os resultados

encontrados por L. Green em pontos flecnodais e quadraticos.

Definicao 3.1 Uma superficie nao degenerada S, numa vizinhan¢a de um

ponto hiperbolico, € dita ser genérica se:

1. Os conjuntos a« = 0 e B = 0 sao curvas suaves, imersas em S, com

intersecoes transversais;

2. Em cada ponto de intersegio (o = 0) N (5 = 0), ambas as curvas o =0

e B =0 sdo transversais as direcoes assintoticas.

Nesse contexto, as curvas a =0 e =0 sdo denominadas flecnodais.
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3.1.1
Contato de ordem 3: Feixe de Moutard e direcoes de Darboux

Considere uma quadrica da forma
2 =ay + prz+ quz + K22 (3-2)

A fungao contato da superficie (3-1) e uma quadrica da forma (3-2), até ordem
3, ¢ dada por
¢3(x,y) = pa’y + quy® — ax® — By,

Em termos de (x,v), v = y — pz, temos

¢3(x,v) = pr*(v + pz) + qrv(v + px)? — ax® — B(v + px)?.

Lema 3.2 A direcao v =0 € uma raiz dupla de ¢3 se e somente se

2x o
p=——0u, q=20p——. (3-3)
[ fu

Prova. Para ¢3(z,v) ter v = 0 como raiz dupla, os coeficientes de z* e z%v

devem zerar. Logo

(p+aqup = o+ Bu®, p+2qu = 36>,

Resolvendo este sistema linear 2 X 2 em (p, ¢) completamos a prova do lema.
[ |

Defini¢ao 3.3 Defina o feize de Moutard da superficie (3-1) na dire¢ao y =
px pela equagdo (3-2) com p e q dados pelas equagies (3-3).
Para uma quadrica no feixe de Moutard, temos que

¢3(z,v) = c1omv* + co3v°,

onde

o}
c12 = —fp— —5 Co3 = —p.
7

Definicao 3.4 As direcoes de Darboux sao definidas pela condi¢io de contato
de ordem 3 na direcao y = ux ser um cubo perfeito. No nosso caso, essa

condigdo ¢ equivalente a
o+ Bu’ = 0. (3-4)
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3.1.2
Contato de ordem 4: Quadricas de Moutard

O contato de uma quédrica no feixe de Moutard com a superficie, até

ordem 4, é dada por
$a(,y) = (px + qy)(aa® + By®) + Ka?y? — fa(z,y).
Em termos de (x,v),
b4(z,v) = caor + cgizdv + ...

Entao

cao = (p + qp) (o + Bp’) + Kpi? — fa(1, p)

o que implica em

Cao = ; ((a+ By + Kpi® = ufa(1, 1))

Definicao 3.5 Dentre as quddricas do feixe de Moutard, podemos distinguir

a quadrica de Moutard, obtida para cyg = 0, ou equivalentemente,

Kp® = pfa(1, ) = (a+ pp’)?, (3-5)

Para a quadrica de Moutard temos que

3(&/2 - 52/116) + 2f4(17 M)
p? I

C31 =

d
= g i) (3-6)
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Figura 3.1: Contato entre uma superficie e uma quadrica de Moutard em um

ponto hiperbdlico

3.1.3
Contato de ordem 5 de uma quadrica de Moutard

Para uso posterior, calcularemos o coeficiente c5o do contato ¢s(z,v) de

uma quadrica de Moutard com a superficie. O contato de ordem 5 é dado por

Os(x,y) = (pr + qu) fa(z,y) + 2Kzy(ox® + By°) — f5(x,y).

Obtemos entao

cso = (p+ qu) fa(1, ) + 2K p(a + Bp®) — f5(1, )

Usando os valores de p,q e K obtemos

oo =2t pu) | 3(at Bul) fa(l,p)
50 = > + p

. — f5(L ). (3-7)

3.2
Curvas de intersecao em uma direcao nao-Darboux

Defini¢ao 3.6 Considere uma curva plana o(t). Uma cispide é um ponto no

qual o/ (t) =0, e os vetores o/'(t) e & (t) sdo linearmente independentes.



Capitulo 3. Propriedades da quadrica de Moutard 26

Um exemplo de cispide é a origem da curva y? — 23 = 0.

Definicao 3.7 Tacnode é um ponto singular de uma curva, definido como um

ponto onde duas partes da curva tém a mesma direcao tangente no ponto duplo.

Um exemplo de tacnode é a origem da curva y? — 2% = 0.
Proposicao 3.8 Assuma que o nao € uma direcio de Darboux:

1. Se a quddrica do feize de Moutard ndo € a quddrica de Moutard, a
intersecdo da quddrica com a superficie consiste de um ramo reqular e

um ramo cuspidal. Figura 3.2.

2. Se a quddrica é Moutard, a intersecio da quddrica com a superficie

consiste de um ramo reqular e um ramo tacnodal. Figura 3.5.

Prova. Como g nao é uma direcdo de Darboux, ¢15 # 0. Para o primeiro item,

C40 7& 0. Entao
2 3 4 3 5
O4(2,0) = 12007 + Co3v° + Cg0x” + 5127V + c502” + ...

Usamos o polinomio de Newton, para obter os ramos da curva de
intersecao perto da origem.
Sendo eles co3v® + c122v? = 0, onde obtemos um ramo regular e cjpxv? +

caor* = 0, onde obtemos a cuspide.

Para o segundo item, c40 = 0, c31 # 0. Temos o ramo tacnodal v = oz2, onde

2
C120° + €310 + 50 = 0
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v

Figura 3.2: Curva de intersecao entre a superficie e uma quadrica do feixe de

Moutard diferente da quadrica de Darboux

v

Figura 3.3: Curva de intersecao entre a superficie e a quadrica de Moutard

Proposicao 3.9 Assuma que p nao € uma direcio de Darboux:

1. Se a quddrica do feixe de Moutard nao é a quddrica de Moutard, entdo
0s planos osculadores das curvas de intersegdo coincidem com o plano

tangente.
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2. No caso da quddrica de Moutard, os planos osculadores dos ramos

tacnodais o;, 1 = 1,2, sao

1
z="—(y — px) (3-8)
o)
Prova. Considere r = 0. Quando 7 # 0, temos (y — px)* = r?z°. Entao a
curva de intersecao pode ser parametrizada por
y(t) = (2 pt* + ' + O(F)) .
Entao
Y (t) =t (2,20 + 3rt, 4ut?)
7'(t) = (2, 24 + 6rt, 12,ut2) :
N =t (16u2t, —16ut, 6r) ,
provando o primeiro item.
No caso r = 0, escreva v = o;22. Entdo a curva intersecio pode ser
parametrizada por
v(t) = (t, ut + o3t?, ut* + O(£))
Entao
¥(t) = (1, u + 20:t, 2ut) .

V() = (0,207, 24)
Em t =0,

N = (#27 — Ui) .
provando o lemma. [ |
3.3

Curvas de intersecao em uma direcao de Darboux
No caso de uma dire¢ao de Darboux, vamos assumir que 3 # 0. O contato
¢3 se torna
3
(bg(l?, U) = Cp3V .

com Cpz = —B 7é 0.

Proposicao 3.10 Assuma que p € uma direcao de Darbouz.

1. Se a quddrica do feize de Moutard nao € a quddrica de Moutard, a

intersecdo da quddrica com a superficie consiste de um ramo superlinear
de ordem 3, ver [1].
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2. Se a quddrica é Moutard, a intersecio da quddrica com a superficie

consiste de um ramo cuspidal e um ramo reqular.

Prova. Como p é uma dire¢ao de Darboux,
3 4 3 5
¢5(,v) = coav” + 102" + 31770 + C507° + ...

com cg3 # 0. Para o primeiro item, ¢y # 0, e obtemos um ramo superlinear de
ordem 3.
Para o segundo item, c4g = 0, c31 # 0, e obtemos um ramo regular e um ramo

cuspidal dado por cogv? + 3122 = 0. O ramo regular é dado por v = o2?, onde

C310 + C50 = 0. (3-9)
|

Proposicao 3.11 Assuma que p € uma direcio de Darboux.

1. Se a quddrica do feixe de Moutard nao é a quddrica de Moutard, entdao
0s planos osculadores das curvas de intersegio coincidem com o plano

tangente.

2. No caso da quddrica de Moutard, os planos osculadores do ramo cuspidal
coincidem com o plano tangente, enquanto que o plano osculador do ramo

reqular é dado por
2= Ly — pa),
o

com o dado pela equagdio (3-9).

Prova. No primeiro caso, a curva intersecao pode ser parametrizada por
y(t) = (8, + ut®, %) .

Dessa forma

312, 4¢3 + 3ut?, 6ut5) .

V(1) = (
y'(t) = (6t,12¢* + 6put, 30put*) .

N =t'(af?, oot?,12)

provando o primeiro item.
Para o segundo item, considere o ramo cuspidal. A mesma prova do

primeiro item da proposicao 3.9 mostra que os planos osculadores coincidem



Capitulo 3. Propriedades da quadrica de Moutard 30

com o plano tangente. Para o ramo regular, a mesma prova do segundo item

da proposicao 3.9 mostra que
N = (,LL27 _/4L7O-) :

¢ normal ao plano osculador, onde o é dado pela equacao (3-9), provando o

lema. [
3.4
Contato de secoes contendo a direcao y = ux do plano tangente

Considere planos contendo a reta z = 0, y — pxr = 0. Um tal plano tem
equacao

2= My — pz) = A,

para certo A € R.

3.4.1
Projecao da secao da superficie

Considere a superficie dada pela equagao (3-1).

Lema 3.12 A projecio da seg¢io da superficie pelo plano z = \v no plano

(x,v) é dada por

v = apx® + azr® + agxt + asx® + O(6),

onde 5 )
o _a+pu’+ay a3+ 3fpcaz + fu(1, p)
Gy = 7, 3 = ———F——, (4 = )
A A A
ay + 3ppaz + 3ppaz + a2£f4(1> w) + f5(1, 1)
a = .
> A
Prova. Céalculos diretos. [ |
3.4.2

Projecao da secao da quadrica
Lema 3.13 A projecio da secio de uma quddrica no feixe de Moutard pelo
plano z = v no plano (z,v) é dada por

v = apx? + azx® + byt + O(5), (3-10)
onde
38
S

Além disso, by = a4 se e somente se a quddrica é Moutard.

(a+ Bud)?

Aby = a3 + + Kp? +
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Prova. Calculos diretos. [ |

Lema 3.14 A projecio da secao da quddrica de Moutard pelo plano z = \v

no plano (x,v) é dada por

v = apx® + azr® + agzt + bsz® + O(6), (3-11)
onde \ ,
Abs = a4 + (W) a4 + 2asas (q)\ + K)\2> )

Além disso, as = bs se e somente se
)\2650 + /\,u031 + M2012 =0.

Logo existem dois planos, chamados planos sextdticos, tais que o contato
14ap?

o 7

seccional € de ordem superior. Os valores de X para estes planos sao \; =
1 = 1,2, e portanto os planos sextdticos coincidem com os planos osculadores

dos ramos tacnodais.

Prova. Céalculos diretos. [ |

3.5
Pontos flecnodais

Em um ponto flecnodal temos o = 0 e 5 # 0. Temos entao:

p=—Bu*, q=20p, Kp’=pfa(l,pm)— B2’

As trés diregbes de Darboux coincidem com uma diregao assintotica, p = 0.

A quédrica de Moutard se torna
1
2 =xy — Bplrz + 2Bpuyz + " (11, 1) = p?p°) 22
Na direcao de Darboux ela degenera para 2% = 0.

3.6
Pontos quadraticos

Em um ponto quadratico, « = = 0. Temos entao:

p=q=0, Ku*= fi(1,p).

As diregdes de Darboux nao estao definidas. A quadrica de Moutard se torna

1
z=1xy+ Efz;(l,u)zz,
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para g # 0. Para uma diregao assintotica, p = 0 ou u = oo, a quadrica de

Moutard degenera para 22 = 0.

3.7
Quadricas de Segre-Darboux

Nesta secao, fazemos uma revisao da se¢ao 3 de [1]. O objetivo é comentar
sobre outros feixes de quadricas osculadoras diferentes do feixe de Moutard.

Consideramos a superficie definida por

z=ay+ 2+ + O(4). (3-12)
A equacao geral de uma quédrica que possui contato de segunda ordem

com a superficie na origem é dada por

Ty — 2+ koxz + kyyz + kyz® = 0. (3-13)
A curva de intersecao C apresenta um ponto triplo na origem. As trés

dire¢bes tangentes a esta curva na origem satisfazem a relacao

3 — kox®y — ksxy® + 2 = 0. (3-14)

Para quaisquer duas dire¢bes tangentes arbitrarias a superficie S que

nao sejam assintéticas, um feixe de quadricas é determinado. Essas quadricas
possuem um contato de segunda ordem com S na origem e intersectam S em
uma familia de curvas a um parametro. Essas curvas compartilham as duas
diregoes tangentes escolhidas como parte de suas trés direcoes tangentes na
origem. A tangente restante na origem é comum a todas as curvas da familia.
Dadas duas solugdes p; = %, i = 1,2, da equagdo (3-14), a terceira
solugdo s ¢ determinada pela relacao piusps = —1. Embora as solugoes
(1, p2) determinem ko e k3, o valor de ks permanece livre. Portanto, existe

uma familia de quadricas que satisfaz essas condic¢oes.

Exemplo 3.15 Suponha que duas das direcoes tangentes estejam ao longo
das diregoes de Darbouz distintas na origem. Podemos escolher p; = —w e
fe = —w?, onde w € uma raiz cibica da unidade. Isso implica em pz = —1,
o que estabelece que a terceira direcao tangente deve ser a diregio de Darbouz

residual. O feize resultante é chamado de feixe de Darbouz.

Definicao 3.16 Chamamos de direcoes de Segre as diregoes conjugadas das

direcoes de Darbouz.

Exemplo 3.17 Se duas das direcoes tangentes coincidem com uma dire¢do

nao assintética p, entdo a terceira direcio deve estar na dire¢ao —:2. As

quddricas determinadas por essas direcoes formam o feixe de Moutard na
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direcdo 1. Quando = —1, as tangentes do ponto triplo coincidem com uma
das direcoes de Darbouz. Quando p = 1, duas das tangentes coincidem com a

diregcao de Segre, e a terceira direcao estd na direcio de Darbour conjugada.

Observagao 3.18 A métrica na origem € dada por h1; = hes =0 e hig = 1.
Nessa métrica, duas direcoes ji1 € iy SGo ortogonais se e somente se fi = — iz,
pois h((z1,y1), (x2,92)) = xay1 + T1ye. Assim, h = 0 se e somente se
p1 + o = 0. Concluimos que a dire¢io de Segre (h-ortogonal d dire¢ao de

Darbouz) deve satisfazer u = 1.

Exemplo 3.19 Se duas das tangentes estao em direcoes Segre distintas 1 e
Lo, a terceira tangente estda ma diregao de Darboux conjugada d diregcao Segre

2 temos ps = —1, que corresponde

residual. Assumindo 1, = w e js = w
a direcio de Darbouzr conjugada a direcao Segre p = 1. Assim, cada diregdo
de Darboux determina um conjunto diferente de quddricas. Cada um dos trés
conjuntos é denominado feize de Darbouz-Segre de quddricas na diregao de

Darbouz especifica considerada.

As quadricas de Darboux e os trés feixes de quadricas de Darboux-Segre

sao casos especiais do feixe
3 3
+1 +1
Ty — 2 — K vz P Yz + kyz? =0, (3-15)
H H
que é determinado pelas tangentes nas diregoes jw, pw? e —ﬁ. De fato, essas

~ , ~ _ 3 3
sdo as raizes da equacao (3-14) com ky = —“TH e k3 = —“/;{1. Quando

i = —1, obtemos o feixe de Darboux. Quando p = 1, obtemos o feixe de

Darboux-Segre.
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Pontos parabdlicos

4.1
Forma normal em pontos parabdlicos

Considere a superficie

72 2
z= E+Oé§+f3($7?/)+0(4)- (4-1)
onde
3 d 3
fa(z,y) = % + b’y + cxy® + %

Observe que quando o = 0 temos um ponto parabdlico. Nesta secao, mos-
tramos como reduzir f3 usando uma mudanca projetiva de coordenadas. As
técnicas utilizadas podem ser encontradas em [7].

Os seguintes campos vetoriais preservam o 2-jato de z:

0 0 0
{‘/1 22%7‘/2 - _ayaix%—xaiya% :y8}7
onde
5—1:2+ 2—|—z2
~or "oy Tz

A agdo dos campos vetoriais na equagao (4-1) é dada por
Vi = =2+ 2i + ayy + (az® + 2bzy + 2y)i + (bx? + 2cxy + dy?)y,

Portanto a acao de V; no 3-jato ¢é

1
rz + (ax? + 2bry + cy?)z = §x3 + %:ﬁyQ,

a acao de V5 no 3-jato é
ba® + (2¢ — aa)z’y + (d — 2ab)xy® — acy?®,

e a acao de V3 no 3-jato é

1
—yz + 22y + ay® = 5:1723/ + %gﬂ.
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Assim, a acao de t;V] + t5V5 + t3V3 no 3-jato de z resulta no novo 3-jato

¢ t
(g + 51 + bt2> 4 (b + (2¢ — aa)ts + 23) 2y+

t d t
(c + % + (d — 2ab)t2> ry® + (3 — acty + O;S> v

Proposigcao 4.1 Assuma que d # 0. Entdo, pela acao de um campo vetorial
da forma t1Vy + toVo + t3V3, podemos fazer a = b =c = 0.

Prova. Se d # 0 e « é pequeno, o sistema

t a t at
51 + bty = —3 (2¢ — aa)ty + 53 = —b, 71 + (d — 2ab)ty = —c,

pode ser resolvido para (t,ta, t3).

Proposicao 4.2 Assuma que d = 0. Entdo, escolhendo ts = 0, t; = —=

t3 = —2b, obtemos um 3-jato com a =b=0 e d = do.

E bem conhecido que, genericamente, o conjunto dos pontos parabélicos
de uma superficie é uma curva suave, ver [5]. Para a maioria dos pontos desta
curva, o nicleo de D?z é transversal a curva parabdlica, e esses pontos sao
chamados de pontos de dobra. Para alguns pontos isolados, o nticleo de D?z é
tangente a curva parabdlica, e tais pontos sao chamados de ctispides de Gauss
[5]. Em um ponto de dobra, temos que d # 0, enquanto em um ponto de

cuspide de Gauss, d = 0.

4.2
Feixe de Moutard

Considere uma superficie definida por
2 =1+ oy’ + Axy® + By’ + fulz,y) + fs(z,y) + O(6),  (4-2)

onde

fa(z,y) = apr* + ana’y + anr’y? + azry® + any?,
f5(2,y) = aso7® + anx'y + azr’y® + agx®y® + anwy® + agsy’.

Visto que o conjunto de pontos parabdlicos é genericamente uma curva que
divide as regioes hiperbdlica e eliptica, para obter a continuidade das quadricas
precisamos considerar o parametro « proximo de zero, negativo na regiao
hiperbdlica, positivo na regiao eliptica e zero na curva parabdlica.

Em um ponto de dobra, podemos assumir A = 0. Em uma cuspide de

Gauss, podemos assumir que B = Ba.
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4.2.1
Funcao contato de ordem 3: Feixe de Moutard e direcoes de Darboux

Considere uma quadrica da forma
2 =a? + ay® + prz + quz + K22 (4-3)

A funcao de contato da superficie (4-2) e uma quédrica da forma (4-3), até a

ordem 3, é dada por
¢3(x,y) = pr(a® + o) + qy(a® + o) — Axy® — By,
Em termos de (z,v), v =y — px, temos
¢3(x,v) = (pr + q(v + px)) (@ + a(v + px)?) — (Ar + B(v + px)) (v + px)?.

Lema 4.3 A direcao v =0 ¢ uma raiz dupla de ¢3 se, e somente se,

_ WAL+ ap®) —2Bp)  p(2A+ Bu(3 4 ap?))
(1 + ap?)? ’ (14 ap?)? '

(4-4)

Prova. Para que ¢3(x,v) tenha v = 0 como uma raiz dupla, os coeficientes de

23 e 2%v devem ser nulos. Assim, temos

(p+ qu)(1 + ap®) = p*(A+ Bp),

201(p + qu) + (1 + ap?)q = 2Au + 3By°.

Resolvendo esse sistema linear 2 X 2 em (p, q), completamos a prova do lema.
[ |

Defini¢ao 4.4 Definimos o Feize de Moutard da superficie (4-2) na diregao
y = px pela equagdo (4-3) com p e q dados pelas equagies (4-4).

Para uma quadrica no feixe Moutard, temos que
2 3
P3(x,v) = cr2av” + cozv”,

onde

Ci12 =

ABap® —1) + Blap?® — 3u) S 20pA + (ap? —1)B
(14 ap?)? N

Definicao 4.5 As direcoes de Darboux sao definidas pela condicio de contato
de ordem 3 na direcdo y = px entre a superficie e a quddrica de Moutard. Em

nosso caso, essa condi¢do ocorre se, e somente se,
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ABap® — 1) + B(ap® — 3u) = 0. (4-5)

Pontos parabélicos. Observe que, em um ponto de dobra da curva parabo-
lica, a equacio (4-5) reduz-se a ap® —3pu = 0. Assim, para a = 0, esta equagao
tem pu = 0 como uma raiz simples e © = oo como uma raiz dupla. Em uma
ctispide de Gauss, a equacio (4-5) reduz-se a A(3au®—1)+ Ba (ap® — 3u) = 0.
Assim, para a = 0, esta equacao tem uma raiz tripla em y = oo. Essas dire¢oes
coincidem com o anulamento da forma cibica obtida em [6].

Proposicao 4.6 Em pontos parabolicos genéricos, as direcoes de Darboux
coincidem com as direcoes de anulamento da forma cibica. Em pontos de
dobra, existe uma diregdo de Darbouzr simples tangente a curva parabdlica e
uma direcao de Darbouz dupla no nicleo de Dyz. Em uma cuspide de Gauss, a

direcao tangente a curva parabolica € uma direcao de Darboux tripla no nicleo
de Dyz.

Prova. Em um ponto de dobra, a tangente a curva parabdlica é y = 0 e o ntcleo
de D?*z é x = 0. Em uma ctspide de Gauss, a tangente a curva parabdlica é

x = 0 e coincide com o nicleo de D?z. [ |

Proposicao 4.7 Se B = 0 e consideramos a diregio de Darboux p = oo, a

quddrica de Moutard tem um contato de ordem 4 com a superficie.

Prova. Se « = 0 e B =0, obtemos ¢y3 = 0. |
4.2.2

Contato de ordem 4: Quadrica de Moutard

A funcao de contato de uma qudadrica do feixe de Moutard com a

superficie, até a ordem 4, é dada por

¢4(r,y) = (pr + qy)(Azy” + By®) + K (2” + ay®)* — fu(@,y).
Em termos de (z,v), escrevemos
Ga(z,v) = caor +cizPv+ ...
Entao,

cao = (p+qu)p*(A+ Bu) + K(1+ ap®)? — fu(1, )

o que implica que

p'(A+ Bpu)?

K(1 02 _ £(1, ).
T+ o + K(1+ap™)” — fa(1, p)

Cq0 =
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Definicao 4.8 FEntre as quddricas do feize de Moutard, podemos distinguir a

quadrica de Moutard, obtida para cyg = 0, ou equivalentemente

K1 +ap®)® = (1+ap®) fo(1, p) — p* (A + Bp)*. (4-6)

Para a quadrica de Moutard, temos que

23 (A+ Bu)(AQ2 — ap®) +3Bp)  dapfs(l,p)  d
(1 + aMQ)Q + 1+ 04,u2 — @ﬂl(l, ,u), (4-7)

C31 =

Pontos parabdlicos. No caso a = 0, obtemos
p=—p*(A+2Bp), ¢=pn(2A+3Bu), K= fi(1,p)—pu'(A+ Bp)*.
Assim, a quadrica de Moutard torna-se
2= a® = (At 2Bp)rz + p(2A + 3By + (a1 ) =y (A + Bp)?) 2*,

que é um cone.
Supondo que B # 0, podemos assumir que A = 0. Para a direcdo de

Darboux i = 0, a quadrica de Moutard é dada por
z =1+ ap?’,

que é um cilindro.
Para a direcio de Darboux p = oo, a quadrica de Moutard é 22 = 0. Se
B = 0, para a direcao de Darboux u = oo, a quadrica de Moutard é novamente

22 =0.

4.2.3
Contato de ordem 5 de uma quadrica de Moutard

Para uso futuro, calcularemos o coeficiente c5y da funcao de contato
¢5(x,v) de uma quadrica de Moutard. A fungdo de contato de ordem 5 é

dada por

¢5(x,y) = (pr + qy) fa(z,y) + K(2® + ay® + Azy® + By®)* — fs(z,y).

Assim, obtemos

cso = (p+ qu) fa(1, ) + 2K (1 + ap®)p®(A + Bp) — f5(1, )

Usando os valores de p, ¢ e K obtemos
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2u°(A+ Bu)® | 3p(A+ Bp) fa(l, p)

C50 = — — f5(1, ). (4-8)

(1+ ap?)? 1+ ap?

Figura 4.1: Contato entre uma superficie e uma quadrica de Moutard em um

ponto parabdlico

4.3
Curvas de intersecao em uma direcao nao-Darboux

Os resultados desta secao foram provados em uma se¢do anterior no
caso de pontos hiperbdlicos. Nesta secdao, provamos que eles permanecem
verdadeiros para pontos parabdlicos genéricos. Os resultados dessa se¢ao sao

analogos a se¢do 3.2 e omitiremos as provas.
Proposicao 4.9 Suponha que p nao seja uma direcio de Darboux:

1. Se a quddrica do feize de Moutard ndo for a quddrica de Moutard, a
intersecao da quddrica com a superficie consiste de um ramo regqular e

um ramo cuspidal.

2. Se a quddrica for de Moutard, a intersecao da quddrica com a superficie

consiste de um ramo reqular e um ramo tacnodal.

Proposigao 4.10 Suponha que p nao seja uma direcao de Darboux:
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1. Se a quddrica do feize de Moutard ndao for a quddrica de Moutard, entao
0s planos osculadores das curvas de intersegio coincidem com o plano

tangente.

2. No caso da quddrica de Moutard, os planos osculadores do ramo tacnodal

o, 1t =1,2, sao 1+ ap?
z=—
0

(y — pa) (4:9)

4.4
Curvas de intersecao em uma direcao de Darboux

No caso de uma direcao Darboux e B = 0, pela Proposicao 4.7, o contato
¢ de ordem 4 e, portanto, nao consideraremos este caso nesta secao.
No caso de uma diregdo Darboux e B # 0, a fungdo de contato ¢3 se
torna
¢3(z,v) = —Bv®.

Os resultados desta secdo sao andlogos a secao 3.3, e omitiremos as

provas.

Proposicao 4.11 Suponha que p seja uma direcao Darbouz.

1. Se a quddrica do feize de Moutard ndo for a quddrica de Moutard, a
intersecdo da quddrica com a superficie consiste em um ramo superlinear

de ordem 3.

2. Se a quddrica for de Moutard, a intersecao da quddrica com a superficie
consiste em dois ramos cuspidais e um ramo linear. O ramo linear é dado

_ 2
por v = ox*, onde

C310 + C50 = 0. (4—10)

Proposigao 4.12 Suponha que p seja uma direcao Darboux:

1. Se a quddrica do feize de Moutard ndao for a quddrica de Moutard, entao
0s planos osculadores das curvas de intersegio coincidem com o plano

tangente.

2. No caso da quddrica de Moutard, os planos osculadores dos ramos
cuspidados coincidem com o plano tangente, enquanto o plano osculador

do ramo linear € dado por

1+ ap?
2= ——

. (y — px),

com o dado pela equagdo (4-10).
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4.5
Contato de secoes que contém a reta y = ux no plano tangente

Considere planos que contém a reta z = 0, y — uzr = 0. Cada um desses

planos pode ser escrito como z = A(y — px). Escreva v = y — ux.
45.1
Projecao da secao da superficie

Considere a superficie dada pela equagao (4-2).

Lema 4.13 A projecao da secio da superficie pelo plano z = \v mno plano
(x,v) é

v = agx® + asr® + agxt + asx® + O(6),

onde

ay = 1+ ap?, Aas = p*(A+ Bp) + 2apas,
Aay = aas + 2apas + pay(2A + 3Bu) + f4(1, p),
Aas = 204a2a3+204ua4+a3u(2A+3Bu)+Aa§+33ua§+a2if4(1, )+ f5(1, ).
Prova. Célculos diretos. |
4.5.2
Projecao da secao da quadrica

Lema 4.14 A projecio da secio de uma quddrica do feize de Moutard pelo

plano z = v no plano (z,v) é dada por

v = (125172 + CL3$3 + b4$4 + 0(5), (4—11)
onde
2 3
' N(A+ Bpu) 9 o UA2A 4+ 3Bu+ aBp?)
Aby = (2 —_— K\ .
4 (au+ 1+ a2 az +a; | o+ + (1t a2

Além disso, by = a4 se e somente se a quddrica é Moutard.
Prova. Calculos diretos. [ |

Lema 4.15 A projecio da secao da quddrica de Moutard pelo plano z = v

no plano (x,v) é dada por

v = apr® + azr® + ayxt + bsz® + O(6), (4-12)
onde
2 3
W A(A+ Bu) 5 HA(2A+ 3Bu+ aBp?)
)\b5 = (20[,& + W CL4+2CL26L3 o+ K\ + (1 T 041,2)2 .
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Além disso, as = bs se e somente se
Neso + A1+ ap®)es; + (1 + ap®)?ern = 0.

Assim, existem dois planos, chamados de planos sextdticos, tal que o contato

14-ap?
o;

1= 1,2, e assim os planos sextdticos coincidem com os planos osculadores dos

seccional € de ordem superior. Os valores de A para esses planos sao \; =

ramos tacnodais.

Prova. Calculos diretos. [ |



5
Hiperquadricas de Moutard

Considere a hipersuperficie definida por

1 1 1
Tpt+1 = 5 Z HUTxeT + g Z KarpxcrmTIP + E Z HUTPMxUITxPx# + 0(5)’

(5-1)
onde 1 < o,7,p,u < n e os coeficientes sao invariantes por permutacoes de

indices, ver [8].

5.1
Cason =3

5.1.1
Contato seccional e hiperquadrica de Moutard

Definicao 5.1 A hiperquadricade Moutard é definida de forma que suas se¢oes
planares sejam conicas osculadoras das secoes da superficie no ponto em

questao.

Um plano arbitrario que contenha o eixo x1, ou seja a reta x4 =0, x5 =

0, z3 = 0, pode ser escrito como

Ty = /\2]74, T3 = )\31’4. (5-2)

Lema 5.2 A projecio da se¢io da hipersuperficie (5-1) pelo 2-plano (5-2) no

plano (x1,z4) é dada por
Ty = CLQZC% + a3:c:f + 61141’411 + O<5), (5-3)

onde 1 1

1 1
as = §H11, asz = §K111 + §H11H12)\2 + §H11H13)\3, (5-4)

1 H H
ay = EHHH + (312K111 + 211[(112) o
H H H y

+ (BKlH + 11K113> Az + (”Hgg + HHﬂ) A3
3 2 3 5
- <833H121 + 211H123) )\g + <423H121 + H11H12H13> AaA3.

Pelo lema 2.4, a conica osculadora a (5-3) na origem, é dada por
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2
a o0y — Q
2 3 204 3 2
Ty = Q277 + —x421 + - 3 Ty (5—5)
a9 as

Substituindo A; e Ay na conica osculadora (5-5), obtemos a hiperquédrica
de Moutard

H H H 2K,
T x] + = x5+ 2 3+ Hiow1xo + Hizm123 + Hozwows + Lt
2 2 2 3H;
n 2K12  4Hp K o 2K 4Hi3Kn e Hin 8K1y, 2
Hy 3HZ 2T\ Hy, 3HY ST\ 3HE  9HE )T
5.1.2

Intersecao entre a hipersuperficie e a hiperquadrica de Moutard

Seja g = 0 a equagao da quadrica de Moutard,

H H H 2K
g = —.T4+ 1 %"‘ 22 g‘i‘ 33 2+H122L’1$2+H13$1$3+H23$2$3+ 111.I11’4+
2 2 2 3Hy,
2}’(112 4]¥12[(111 2[(113 4[—[13[(111 Hllll 8[(1211
+ - 2 2Z4t - 2 3 2 0713
Hy, 3HT Hy 3HT 3HT 9H7,

A fungdo contato ¢ é definida como g(xy, s, 3, x4(x1, T2, x3)), onde
x4(21, 22, 23) é dado pela equagao (5-1). Denotamos a expansao de Taylor de

¢ até ordem 3 por ¢3. Os coeficientes de 23 de ¢3 sdo

b1 = —-K — =0.
111 gt g T
Similarmente,
2K 2Ky12 4HppKin | Hi
biio = —K —H — =0
112 112 + SHys 12 + < o 3H?, ) 5 )
2K11 2K113  4Hi3K11 | Hi
biiz = —K ———Hy; — = 0.
113 = 113 + SH1 ( o SHZ, 9
Finalmente,
1 2K111 K Hynn 8KpKY\ HY
by =——H — =0.
= Tt gy 3H? 9H3, 4

Podemos calcular também os coeficientes da funcao contato bioo, bio3 € biss.

Para simplificar, podemos assumir, em z; = x5 = x3 = 0,

Hyy = Hy3 = Ho3 = 0, Hyy = €1, Hyy = €3, H33 = €3, (5-6)
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onde ¢; = +1. Temos que

€E1€ €E1€E
biay = %Kln — K199, byss = %Km — Kiss,bips = —2K193.  (5-7)

5.1.3
Propriedade seccional

Seja r3 = Asxy4 um hiperplano fixo P, que contém a reta vy = x5 =
x4 = 0. A quédrica de Moutard da intersecao de P, com a superficie original
coincide com a intersecao da hiperquadrica de Moutard com Pj,.

Para um A3 fixo, denote por P, o hiperplano x3 = A3z, contendo a reta
r9 = v3 = x4 = 0 e denote por S, a intersecao de P, com a hipersuperficie

original S.

Proposicao 5.3 A quadrica de Moutard de Sy, na dire¢io xo = x4 = 0
coincide com a intersecao da hiperquddrica de Moutard de S na direcdo

Ty =23 =24 =0 com Py,.

Prova. A intersecao de secao xo = Aoxy contendo a reta xo = x4 = 0 com
a quadrica de Moutard de S, tem um contato de quarta ordem com a segao
correspondente de S),. Da mesma forma, a intersecao de secao zo = Aoxy4, T3 =
A3xy contendo a reta xo = x3 = x4 = 0 com a hiperquadrica de Moutard de
S tem um contato de quarta ordem com a secao correspondente de S. Assim,

ambas as cOnicas coincidem e a proposicao esta provada. [ |

5.1.4
Forma cubica

Nessa subsecao calculamos a forma ciibica na origem assumindo que, em

1 = 29 = x3 = 0, as condigdes (5-6) valem.

Lema 5.4 A forma cibica é dada por Cyrpxex,2,, onde

dejeqe 6

Cao‘o - 152 SKO'O'O' - g <€pKO'TT + ETKUPP) y O # T 7é P (5_8>
8616263 2

CO'O‘T = TKO'O'T - g (epKT’TT + ETKTPP) y O 7é T 7é P (5'9)

0123 = 2616263K123. (5—10)

Observe a condigcdo de apolaridade
€2€3C511 + €1€3C 500 + €162C533 = 0, (5—11)

vale para 1 =1,2,3.
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Prova. Considere & = (0, 0,0, 1). Seguindo a referéncia [4], o vetor normal afim
de Blaschke de

f(l'l,fEQ,l',g) == ($17m2,$3,$4<$1,l‘2,$3))

é dado por
§ =0 + Zifu, + Zafay + Z3fus,

onde ¢° = det(D?r4) e Z; ¢ dado por

Zl ¢x1
[D2.Z'4] : Z2 = - ¢12
Z3 ¢$3
Portanto, na origem,
€121 5 e2€3 K111 + €163 K192 + €162 K33
€Zy| = 5 €2€3 K112 + €163 K009 + €162 K933
€343 €263 /(113 + €163 K903 + €162 K333

Além disso, a métrica afim de Blaschke é dada por

1 821’4

hij - a ‘ (’3%8] ’

Na origem hi; = e3e3. A conexao induzida é dada por

1 821‘4

_5 . aTlaJ(Zle —+ ZzX2 + Z3X3)7

inXj =

onde X; = %. Portanto, na origem

leXl = _6253(ZIX1 + Zy Xy + Z3X3>7 inXj = 0.

oh
Ci1 = 83:11 —2h(Vx, X1, X1) = —€10,, + 2616263 K111 + 27,
1
661
= —?(6263[(111 + e163K7190 + €162 K133) + 2€1€263 K111
€1€9€ 6
=4 152 3K111 — 5(63K122 + €2K33),

que prova a férmula (5-8). Mais ainda, na origem

Oh1s
81‘2

Clag = —2h(Vx, X1, X1) = —€1¢4, + 2616263 K712
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261
= —?(6263[(112 + €163K990 + €162 K033) + 2616263 K119

8¢ce9€ 2
= 152 3K112 — 5(63K222 + €2 K933),

que prova a férmula (5-9). Finalmente, na origem

oh
Clas = 8;2 — h(Vx; X1, X2) — M(Vx, X2, X1) = 216063 K123,
3
que prova a féormula (5-10). [ |

Proposicao 5.5 A fungdio contato é a funcao cibica de (xq,x3) se e somente

se Cigr =0, para 2 < o,7 < 3.

Prova. E facil ver que o coeficiente b1o3 = —2Ki93 € nulo se, e somente se
0123 = 2€1€2€3K123 for nulo.

Da mesma forma, temos que

€1€
bioe = %Klll —Kijp=0¢

€1€
biss = %Km — K33 =0,

se, e somente se

8€q€9€ 2

Cho = 152 3K122 5 (e3K111 +e1Kq33) =0 e
8€q€9€ 2

Cig3 = L2 3K133 — — (K111 + €1K199) = 0.

) )
|

Observacgao 5.6 No caso das superficies, ¢ bem conhecido que as diregoes de
Darbouz coincidem com as direcoes de anulamento da forma ciubica. Assim,
x9 = 0 € uma direcio de Darboux se, e somente se, C11; = 0. A Proposicao
5.5 pode ser wvista como uma generalizagio dessa propriedade. Na verdade,
assumindo que (5-6) seja vdlida, Ci11 = 0 € equivalente por apolaridade a
Chao = 0.
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5.2
Caso geral

Nesta secao, generalizamos os resultados obtidos anteriormente neste
capitulo para dimensoes arbitrarias. Utilizaremos a notagao de [8]. Considere

a hipersuperficie definida por

1 1 1
Tn1 = 3 Z H, x,x, + 3 Z Korpox 2, + 5 Z Hyrppor2,2, + O(5).
(5-12)

Novamente, os coeficientes sao invariantes por permutacoes de indices.
Analogamente ao caso de dimensao 4, pode-se verificar que a hiperqua-

drica de Moutard na direcao zo = ... = x, = z, 41 = 0 é dada por

1 & 2K = <2K11p 4H1pK111>
Tp1 = 5 Horor + ———T1%Tnq1 + - Tn
T (;1 3Hy " T 5\ Hy 3H? prnl
Hyn 8K}, ,
3H%  9Hp )Y
Para um A = (M,..., \n) fixo, denotamos por P5 o (n — ko)-plano
Tk = MpTpa1, k = ko, ...,n, que contém a reta o = ... = x,11 = 0 e denotamos

por S a intersecao de P;5 com a hipersuperficie original S.

A prova da seguinte proposicao é similar a prova da Proposic¢ao 5.3:

Proposicao 5.7 A quddrica de Moutard de S5 na dire¢io x4 = ... = py1 =0
coincide com a intersecao da hiperquddrica de Moutard de S na direcdo

Ty =..=Tpy1 =0 com Ps.
A prova da seguinte proposicao é semelhante a prova da Proposicao 5.5:

Proposicao 5.8 A funcio de contato é uma fungao cibica de (za,...,x,) se,

e somente se, C1,r =0, para 2 < o,7 < n.
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