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Resumo

Alexandre, Rodrigo e Alvim; Oliveira, Fernando Luiz Cyrino (Orientador).
Modelos de Volatilidade Estocastica para Aprecamento de Opgdes de
Acdes no Mercado Brasileiro. Rio de Janeiro, 2017. 96p. Dissertacdo de
Mestrado - Departamento de Engenharia Industrial, Pontificia Universidade
Catdlica do Rio de Janeiro.

Na tentativa de melhor capturar fatos estilizados do comportamento dos
precos de opcgdes financeiras, em especial para tratar a questdo do sorriso da
volatilidade, modelos de volatilidade estocastica tém sido objeto de estudo em
diversos mercados. Neste contexto, o principal objetivo deste trabalho é avaliar os
modelos de volatilidade estocastica de Heston (1993), Bates (1996) e Double
Heston (2009) junto ao método de Lewis (2000) para precificar opcOes de aches
no mercado brasileiro de derivativos, caracterizados por serem de curto prazo.
Para isto foram precificadas opcGes de compra da Petrobréas e Vale. Os modelos
foram comparados de acordo com a qualidade do ajuste aos dados in-sample e a
capacidade preditiva com dados out-of-sample. Ademais, buscou-se verificar a
volatilidade implicita gerada por cada um dos modelos. Ao fim, identificou-se que
considerar a volatilidade como estocastica, mesmo quando € descrita por apenas
um processo estocastico, € a decisdo mais importante a ser tomada a fim de
melhorar o aprecamento das opc¢des. Além disso, adicionar saltos a um modelo de
volatilidade estocastica parece ser mais relevante do que adicionar um segundo
processo estocastico para modelar a volatilidade na precificacdo de opcOes de

curto prazo.

Palavras-chave
volatilidade estocastica; Heston; Bates; Double Heston; opcdes de acdes;
B3; Brasil.
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Abstract

Alexandre, Rodrigo e Alvim; Oliveira, Fernando Luiz Cyrino (Advisor)
Stochastic Volatility Models for Stock Option Pricing in Brazilian
Market. Rio de Janeiro, 2017. 96p. Dissertacdo de Mestrado —
Departamento de Engenharia Industrial, Pontificia Universidade Catolica do
Rio de Janeiro.

In an attempt to better capture stylized facts about financial option prices’
behavior, especially to address the issue of volatility smile, stochastic volatility
models have been the object of study in several markets. In this context, the main
purpose of this work is to assess the stochastic volatility models of Heston (1993),
Bates (1996) and Double Heston (2009) along with the Lewis’ method (2000) for
stock option pricing in Brazilian derivative market, featured by being short-term.
Therefore, Petrobras’ and Vale’s call options were priced. The models were
compared according to the in-sample fit skill and the out-of-sample forecasting
power. Furthermore, it was verified the implied volatility begot by each model. In
the end, it was figured out that consider the volatility as stochastic even when it is
described by only one stochastic process is the preeminent matter to do in order to
improve option pricing. Plus, adding jumps in a stochastic volatility model seems
to be more important than adding a second stochastic process to model the

volatility in short-term option pricing.

Keywords
stochastic volatility; Heston; Bates; Double Heston; stock options; B3;

Brazil.
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1. Introducao

1.1.Contexto do Trabalho

Segundo Hull (2016), o valor dos ativos subjacentes nas transacdes de
derivativos € muito superior ao produto interno bruto mundial. Tal magnitude
pode ser explicada, em parte, pela versatilidade caracteristica deste tipo de
mercado.

Porém, ndo menos importante é o fato de que tal mercado é extremamente
arriscado. A crise de 2008 exp0s ainda mais os riscos deste mercado ao redor do
mundo. No Brasil, empresas como a Sadia, a Aracruz e o Grupo Votorantim
sofreram perdas de US$ 360 milhdes, US$ 2,13 bilhdes e US$ 1,04 bilhGes,
respectivamente, devido a grandes posi¢des em derivativos no momento de
desvalorizacdo cambial (Farhi e Borghi, 2009).

Estes expressivos prejuizos devem-se as proprias caracteristicas de risco do
mercado de derivativos, considerando as posi¢des alavancadas que os investidores
podem assumir e a dificuldade de operar estes instrumentos financeiros, que
carecem de metodologias acuradas de avaliacéo.

A vista disso, 0 mundo académico tem se empenhado de maneira crescente
no desenvolvimento de métodos e modelos matematicos para precificar
derivativos de maneira cada vez mais precisa.

Fisher Black, Myron Scholes e Robert Merton, em 1973, desenvolveram
uma solucgdo analitica para precificar opcoes financeiras. Dentre as suposi¢des do
modelo, a volatilidade do retorno do ativo, a taxa de juros livre de risco e 0s
dividendos pagos pelo ativo sdo considerados constantes ao longo do tempo.
Ademais, os autores pressupdem que 0S precos dos ativos seguem uma
distribuicdo log-normal e, portanto, os retornos seguiriam uma distribuicdo
normal.

O fato € que estudos empiricos observam excesso de curtose e a assimetria
negativa na distribuicdo de retornos. S&o os conhecidos fatos estilizados das séries
financeiras presentes de forma ampla na literatura. Ademais, no caso das opgoes
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financeiras, o calculo da volatilidade implicita a partir do modelo de Black &
Scholes, doravante BS, evidencia o chamado efeito sorriso (smile / smirk) da
volatilidade.

Na tentativa de capturar estes fatos estilizados, diversas propostas de
modelos trataveis analiticamente e numericamente tém surgido. Tais modelos se
caracterizam por considerar a volatilidade do retorno dos ativos ou a taxa de juros
livre de risco como estocésticos, ou ainda, considerar a presenga de saltos, ou
jumps.

Bakshi et al. (1997) avaliam o desempenho de diferentes modelos na
precificacdo de opgdes, concluindo que os modelos que apresentaram as maiores
melhorias foram os que consideram a volatilidade como estocéstica, seguido pelos
modelos de volatilidade estocastica com saltos (jumps).

Alguns dos principais modelos que consideram a evolugdo da volatilidade
ao longo do tempo sédo os modelos de Hull e White (1987), Stein e Stein (1991),
Heston (1993), SABR (Hagan et al., 2002) e Double Heston (Christoffersen et al.,
2009).

Por outro lado, os modelos de Bates (1996) e Duffie et al. (2000)
consideram, ndo somente a volatilidade como estocastica, mas também a presenca
de saltos nos pregos dos ativos subjacentes.

Apesar de serem considerados mais avancados que o modelo de Black &
Scholes, estes modelos ndo dispbem de solucbGes analiticas fechadas para
precificar opcbes europeias, havendo a necessidade de se recorrer a métodos
numéricos. Adicionalmente, existe a dificuldade de se estimarem os parametros
requeridos. Na maioria dos casos, esta estimacao e realizada a partir de algoritmos
de otimizagao néo-linear.

No Brasil, ndo existem muitos artigos publicados aplicando modelos de
volatilidade estocastica para precificar opcbes de acdes. Desta forma, esta
dissertagdo busca avaliar os modelos de Heston (1993), Bates (1996) e Double
Heston (2009) para precificar opcOes de agGes no mercado brasileiro de
derivativos. Dado que estes modelos ndo admitem solucdo analitica fechada, sera
utilizado o método numeérico de Lewis (2000) para obter o valor das opg¢des. O
método de Lewis (2000) € um método de Transformada Inversa de Fourier em que

a partir da fungdo caracteristica da equacdo diferencial parcial € possivel obter a
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funcdo densidade de probabilidade e, dessa maneira, usa-la para precificar uma

opcao europeia.

1.2.0bjetivos do Trabalho

Em face do exposto, esta dissertagdo tem como objetivo avaliar opg¢des de
compra no mercado de acdes em um contexto em que a volatilidade é considerada
estocastica. Mais especialmente, o propdsito deste trabalho é avaliar os ganhos
obtidos ao se considerar a volatilidade como estocéstica na avalicdo de opcdes de
acoes no mercado brasileiro. Para isto, serdo utilizados os modelos de Heston
(1993), Bates (1996) e Double Heston (2009).

Para atingir este objetivo, inicialmente, o presente trabalho buscou
identificar na literatura os modelos que descrevem a evolucdo da volatilidade ao
longo do tempo. Considerando que, no mercado brasileiro, as op¢des com maior
volume de negociacdo sdo as que irdo vencer no curto prazo, optou-se pelo estudo
dos modelos mencionados. Trabalhos empiricos tém mostrado que tais modelos
apresentam boas performances na precificacdo de opgdes com pouco prazo para
vencimento, de forma que se buscou verificar a aplicabilidade deles na
precificacdo de op¢oes de a¢bes no Brasil.

Por fim, pode-se afirmar que, ao término deste trabalho, espera-se ter
respondido as seguintes perguntas: “Como utilizar os modelos de Heston (1993),
Bates (1996) e Double Heston (2009) para precificar op¢oes de acdes no mercado
bursatil brasileiro?”; “Quais os reais beneficios proporcionados pelo uso destes
modelos na precificacdo de opcdes de acdes?” e “Qual deles tém melhor

desempenho no mercado da B3?”.

1.3.Relevancia do Trabalho

A partir das pesquisas, pdde-se observar que ha poucos estudos que avaliam
0s modelos de Bates (1996) e Double Heston (2009). O modelo de Heston (1993),
por sua vez, apresentou grande notoriedade apenas nos ultimos oito anos com a
publicacdo de artigos, conforme pode ser observado no gréafico retirado da base
Scopus e disponivel no Apéndice A.
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Em parte, este fato pode ser explicado pelas dificuldades na precificacao e
calibragem dos parametros exigidos por estes modelos. Nos Gltimos anos, avancos
nos métodos computacionais utilizados para calibragem e precificacdo de opcbes
europeias e americanas trouxeram mais rapidez e acuracia aos resultados e mais
pesquisas puderam ser desenvolvidas.

No Brasil, de acordo com as pesquisas realizadas, ndo foram identificados
testes com opcodes de agdes usando os modelos de Heston (1993), Bates (1996) e
Double Heston (2009). Os resultados das pesquisas, bem como os termos

utilizados nas buscas sdo apresentados no Apéndice A ao final desta dissertacao.

1.4.Estrutura do Trabalho

Esta dissertacdo esta estruturada da seguinte forma.

No presente capitulo é apresentada a problematica que serviu de inspiracdo
para elaboracéo do presente projeto de dissertacdo, seguida pela explanacdo dos
objetivos deste trabalho e relevancia da pesquisa.

No capitulo 2 é apresentado um estudo retrospectivo acerca dos modelos
que descrevem a evolucéo da volatilidade.

No capitulo 3, sdo evidenciadas as funcfes caracteristicas dos modelos de
Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009), necessarias para a
precificacdo de opcdes. Ainda neste capitulo, o método de Lewis (2000) sera
apresentado, dada sua importancia para esta dissertacéo.

No capitulo 4, sdo apresentados o processo de calibracdo e os dados
utilizados para a estimacdo dos pardmetros dos modelos usados neste trabalho.

No capitulo 5, sdo explicitados os resultados das precificacdes das opcdes
de compra de acOes preferenciais da Petrobras (PETR4) e Vale (VALES) com
vencimento em Novembro e Dezembro de 2016 e Janeiro de 2017, bem como,
expostas as andalises e algumas discusses decorrentes dos resultados obtidos e
evidenciados.

Por fim, o capitulo 6 traz as conclusdes do trabalho, sendo respondidas as
perguntas realizadas no presente capitulo. Além disso, serdo indicadas sugestdes
para trabalhos futuros.

Referéncias bibliograficas e apéndices seguem ao final da dissertacéo.
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2. Revisao da Literatura

A volatilidade é uma medida estatistica que buscar quantificar a
magnitude tipica das variagbes dos retornos proporcionados por determinado
ativo, podendo ser considerada como uma medida da incerteza quanto aos
retornos proporcionados, por exemplo, por uma acéo.

Silva Neto (2000) afirma que a volatilidade € fundamental na
determinacdo do valor de uma opc¢édo, visto que ela fornece uma nocdo da
probabilidade do preco do ativo-objeto estar acima ou abaixo do preco de
exercicio e, consequentemente, da probabilidade de uma opcao escrita sobre este
ativo ser exercida ou ndo.

Segundo Bessada et al. (2012), a volatilidade de fato importante para a
precificacdo de derivativos é a volatilidade futura, especialmente, a volatilidade
entre a data de aprecamento e a data limite de exercicio da opcao referente ao
ativo. Entretanto, a volatilidade futura € uma variavel ndo diretamente observavel
no mercado e, portanto, deve ser estimada.

Um dos pressupostos da formula de Black e Scholes (1973) e Merton
(1973) para a precificacdo de opc¢des europeias é de que a volatilidade do ativo-
subjacente é constante ao longo do tempo, isto €, a volatilidade ndo varia entre a
data de aprecamento e a data de exercicio da opcao.

Em vista disso, um ponto que merece destaque é que a partir da equagéo
de Black e Scholes (1973), pode-se identificar a volatilidade futura que o
mercado, de uma maneira geral, esta prevendo que ira ocorrer. Conhecendo o
preco a vista, ou spot, do ativo-subjacente, o valor da taxa de juros livre de risco,
0 prazo de vencimento e o valor de mercado da opc¢do (todos diretamente
observados no mercado ou informados no contrato derivativo), pode-se estimar a
volatilidade utilizada pelos participantes do mercado para precificar a opgéo. Tal
volatilidade é denominada volatilidade implicita.

Portanto, a volatilidade implicita é, segundo Bessada et al.(2012), a
volatilidade que, aplicada ao modelo BS, torna o prémio tedrico calculado igual

ao preco de mercado da opgéo (prémio de mercado).
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Como a volatilidade é uma caracteristica inerente ao ativo-objeto, ela
deveria ser Unica para este ativo, isto €, ndo deveriam existir duas medidas de
volatilidade calculadas para um mesmo ativo sob 0s mesmos pressupostos e
condicdes de mercado. Desta forma, ao se calcularem as volatilidades implicitas a
partir do modelo BS, utilizando op¢bes de compra europeias escritas sob 0 mesmo
ativo-subjacente, porém com diferentes datas de vencimento e precos de
exercicios, deveria, teoricamente, ser encontrado o mesmo valor.

No entanto, tal entendimento ndo é observado na pratica. Como
amplamente verificado em estudos empiricos na literatura de opcdes financeiras, a
volatilidade implicita varia de acordo com o preco de exercicio e o prazo de
vencimento do contrato (Fouque et. al, 2000).

Conforme Back (2010), um padréo usual é a volatilidade implicita ser
maior nos casos em que a opcdo estd muito dentro do dinheiro (deep-in-the-
money) ou muito fora do dinheiro (deep-out-of-money), ao contréario das opcdes
no dinheiro (at-the-money), que possuem no geral, volatilidade implicita menor.
Assim, a volatilidade implicita, nestes casos, seria uma funcdo convexa do prego
de exercicio. Esse fendbmeno é conhecido como o efeito sorriso ou smile, e,
segundo Hull (2005), é um comportamento tipico do mercado de opcGes sobre
moedas estrangeiras.

Algumas vezes, no entanto, 0 comportamento da volatilidade implicita
identificado é a volatilidade ser mais alta quanto menor o pre¢co de exercicio da
opcédo (Back, 2010). Tal efeito é conhecido como smirk e, segundo Hull (2005), é
um comportamento caracteristico do mercado de op¢des sobre acoes.

Fougue et al. (2000) destacam ainda que a volatilidade implicita é
frequentemente decrescente com relagdo ao tempo até o vencimento e, no geral, é
maior que a volatilidade historica.

Em face do exposto, observando um grafico em trés dimensdes a fim de
verificar o quanto a volatilidade implicita varia conforme o moneyness (ou seja,
dentro, fora ou no dinheiro) e o seu prazo de vencimento, tem-se a chamada
superficie de volatilidade. Se a volatilidade fosse constante, conforme preconiza o
modelo Black & Scholes, esta superficie seria plana. No entanto, tal fato nédo ¢
observado.

Tais comportamentos da curva de volatilidade implicita tém relacdo
direta com as suposi¢cGes do modelo Black & Scholes de log-normalidade dos
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precos de ativos, normalidade dos retornos e volatilidade constante.

Estudos empiricos observam alguns fatos estilizados, bastante
conhecidos na literatura de séries financeiras, como excesso de curtose e
assimetria negativa na distribuicdo de retornos, e aglomerados de volatilidade.

A Figura 2.1 a seguir apresenta o comportamento do smile da
volatilidade em relagdo ao pre¢o de exercicio de uma opcéao. Hull (2005) relaciona
0 comportamento smile da volatilidade implicita com a distribui¢cdo do preco do

ativo-subjacente, como apresentado na Figura 2.2.

Figura 2. 1 - Smile da Volatilidade Implicita

4 Volatiidade
Implizita

| v

Preco de Exercicio _

Fonte: Hull, 2005, p. 359

Figura 2. 2 - Distribui¢do Implicita dada pelo Smile e Distribui¢do Lognormal

<— |mplicita

Fonte: Hull, 2005, p. 359
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Na Figura 2.2 acima, a linha pontilhada refere-se a distribuicdo log-
normal suposta pelo modelo Black & Scholes, enquanto que a linha cheia se
refere a distribuicdo implicita relacionada a curva smile, correspondendo,
portanto, a distribuicdo de probabilidade assumida pelo mercado para o preco
futuro do ativo.

Nota-se, pelos graficos apresentados, que a distribuicdo implicita possui
uma curtose maior do que a distribuicdo log-normal. Isto implica que opgdes
muito dentro do dinheiro e muito fora do dinheiro tém uma probabilidade maior
de serem exercidas pela distribuicdo de probabilidade implicita do que pela
distribuicdo de probabilidade log-normal. Assim, espera-se que a distribuicéo
implicita produza precos relativamente mais altos para estas opc¢des. Precos mais
altos implicam em volatilidades implicitas relativamente mais altas, fato que é
constatado pela curva smile.

Em outras palavras, pode-se dizer que o efeito smile evidencia que a
distribuicdo log-normal esta subestimando a probabilidade de movimentos
extremos nos precos dos ativos subjacentes.

Hull (2005) também relaciona o comportamento smirk da volatilidade
com a distribuicdo de precos do ativo-subjacente, conforme pode ser visto nas

Figuras 2.3 e 2.4 a seguir:

Figura 2. 3 - Smirk da Volatilidade Implicita

T volatiidade
Implicita

i

Fonte: Hull, 2005, p. 360

Preco de Exercicio

e — -
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Figura 2. 4 - Distribuicao Implicita do Smirk e Distribuicdo Lognormal

Fonte: Hull, 2005, p. 361

Nota-se que a distribuicdo implicita possui uma leve inclinacdo para
direita, isto ¢, a cauda da esquerda ¢ mais “pesada” e a cauda da direita ¢ mais
“fina” se comparada a distribui¢do log-normal, ou seja, uma assimetria a
esquerda.

De acordo com Hull (2005), isto implica que opcBes de compra muito
fora do dinheiro, com preco de exercicio K, ou acima, tém preco mais baixo
quando se considera a distribuicdo implicita para os precos do ativo-objeto do que
quando se considera a distribui¢do log-normal, como no modelo Black & Scholes.
Tal fato pode ser explicado porque para a op¢éo ter algum valor, o preco do ativo
devera ser superior ao preco de exercicio K, e a distribuicdo implicita atribui uma
probabilidade menor de isto acontecer se comparada a distribui¢do log-normal.
Desta forma, espera-se que a distribuicdo implicita produza precgos relativamente
mais baixos para as op¢oes, o que implica numa volatilidade implicita mais baixa.

Por outro lado, as opcGes de venda muito fora do dinheiro, com preco de
exercicio K, ou abaixo, ttm precos mais altos quando se considera a distribuicéo
implicita para o preco do ativo-objeto do que quando se utiliza a distribuicéo log-
normal, pois para ter algum valor, o preco do ativo deve ser inferior ao preco de
exercicio K4, e a distribuicdo implicita atribui uma probabilidade maior de isto
acontecer em comparacdo com a distribuicdo log-normal. Assim, espera-se que a
distribuicdo implicita produza precos mais elevados para estas opcles, 0 que

implica numa volatilidade implicita mais elevada e, portanto, a caracterizacdo de
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um smirk como apresentado na Figura 2.3.

Em face destes fendmenos, h4 a necessidade de desenvolvimento de
modelos que incorporem estes efeitos na precificacdo de opgoes.

Sendo assim, diversos modelos que buscam tratar a volatilidade como
variante no tempo foram desenvolvidos, podendo ser fundamentalmente divididos
em trés classes: (i) modelos de volatilidade condicional ARCH/GARCH; (ii)
modelos de volatilidade local; e (iii) modelos de volatilidade estocastica.

2.1.Modelos de volatilidade condicional

Engle (1982) desenvolveu o primeiro modelo de volatilidade condicional,
ARCH e, em seguida, Bollerslev (1986) desenvolveu os modelos GARCH. Sendo
extensdes dos modelos ARCH, os modelos GARCH, segundo Bessada et al.
(2012), buscam representar de maneira mais parcimoniosa a evolugdo temporal da
variancia. Hull (2016) afirma que o modelo GARCH (1,1) é o mais popular dentre

0s modelos GARCH, e sua equacdo é dada por:

02 = w+ auf_, + po? (2.1)

onde o corresponde a variancia no instante de tempo t e u,_, € 0 retorno do
ativo no tempo t — 1. Além disso, 0s parametros w, a, f sdo tais que: w > 0,
a>0,8=0ea+ f <1 paragarantir estacionariedade.

Bessada et al. (2012) ainda argumentam que o modelo GARCH (1,1) é
classificado como um modelo simétrico visto que os choques positivos e
negativos de retornos impactam de maneira idéntica a volatilidade do ativo.
Entretanto, conforme relatado por Cont (2001), entre outros, 0s retornos negativos
impactam mais intensamente a volatilidade do ativo em comparagdo com o0s
retornos positivos, efeito chamado leverage effect. Assim, tendo em vista capturar
esta propriedade, foram desenvolvidos modelos alternativos, como o EGARCH
(Nelson, 1991). No modelo EGARCH, a equagdo da variancia condicional é
definida em termos do logaritmo da variancia e permite a caracterizacdo tanto da
assimetria quanto do efeito alavanca, comumente observados nas séries de

retornos.
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Apesar da facilidade de se estimarem os parametros exigidos por estes
modelos, para usa-los na precificacdo de opcbes ha a necessidade de métodos
numéricos, pois, no geral, eles ndo dispdem de férmulas analiticas para o calculo
de opcdes europeias.

Heston e Nandi (2000), entretanto, desenvolveram uma formula quase
analitica para precificacdo de opcGes a partir do modelo GARCH (1,1) em que é
necessario o uso de métodos numéricos de integragdo. Conforme Rouah e
Vainberg (2007) expdem, os autores definem que o logaritmo dos retornos 7,4 €

a variancia condicional o7, ; seguem 0s seguintes processos:

St+1

St

Te41 = ln( ) =17 + A0%41 + Op41Ze41

(2.2)

0't2+1 =w+ ﬁo'tz +a(z, — )/O't)z

onde 7¢ € a taxa de juros livre de risco e z.,,; € uma variavel que segue

uma distribuicdo normal padrdo. Além disso, A, w, B, @ € y sdo 0s demais
parametros.

Rouah e Vainberg (2007) destacam que, uma vez que a persisténcia da
variancia é dada por B + ay?, o processo sera de reversdo a média se g + ay? <
1. Adicionalmente, o parametro a controla a curtose, enquanto y é responsavel
pela assimetria da distribuicdo, isto é, o parametro y controla o efeito
alavancagem, em que existe uma correlacdo negativa entre a acao e a volatilidade,
implicando numa distribuicdo negativamente assimétrica (Christoffersen et al.,
2006).

Christoffersen et al. (2008) destacam que 0 modelo proposto por Heston
e Nandi (2000) considera um processo levemente diferente do modelo NGARCH
tradicional de modo a ser vidvel a obtencdo de uma férmula analitica. Como
ressaltam Ksieh e Ritchken (2006), a partir destes processos, as probabilidades
neutras a risco podem ser obtidas e, desta forma, o preco das opgdes europeias
pode ser calculado a partir de uma férmula e com o uso de métodos numéricos de

integracéo.
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2.2.Modelos de volatilidade local

Segundo Kienitz e Wetterau (2012) e Gatheral (2006) os modelos de
volatilidade local ndo buscam representar como a volatilidade evolui ao longo do
tempo, mas procuram fornecer uma espécie de média sobre todas as volatilidades
instantaneas. Estes modelos ganharam notoriedade devido, basicamente, a sua
simplicidade de implementacdo e calibracdo em comparagcdo com os modelos de
volatilidade estocastica.

Um dos principais modelos de volatilidade local é o modelo de Dupire
(1994). O modelo considera a volatilidade como uma fungdo deterministica do

tempo e do preco do ativo-objeto cuja equacdo diferencial estocastica € dada por:

dSt = (T‘ - q)Stdt + O-L(t, St)Stth (2.3)

onde S; é o preco do ativo no tempo t, r é a taxa de juros livre de risco, q €
rendimento em dividendos, o, (t,S,) é a volatilidade local como fun¢do do tempo
e do preco do ativo e dW, € um processo de Wiener.

Dupire (1994) identificou que, sob o principio de neutralidade ao risco,
existe apenas um processo de difusdo consistente com a distribuigcdo dos precos de
mercado das calls europeias. A partir dai, ele derivou uma férmula para a

volatilidade local:

g—g+ (r—q)Kg—IC{+qC\
O-L(K)Tltﬁst) = |2 2 (24)
Kza_C
0K

onde C é o preco da opcdo de compra, T é o prazo de vencimento, r é a taxa de
juros livre de risco, g se refere aos dividendos e K corresponde ao preco de
exercicio.

Note que o principal obstaculo é o célculo das derivadas parciais
presentes na equacdo. Como ndo é simples a obtencédo destas derivadas de maneira
analitica, € necessario 0 uso de métodos numericos, como, por exemplo, 0 método
de diferencas finitas, para o calculo da volatilidade.

Segundo Kienitz e Wetterau (2012), para aplicar o modelo de maneira
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satisfatoria, o ideal seria ter a disposicdo um continuo de precos de opcdes. No
entanto, somente uma quantidade finita de opg¢des sdo negociadas no mercado, de
modo que, em face deste problema, é necessario recorrer a métodos de
interpolacdo e extrapolacdo.

Como extensdes dos modelos de volatilidade local, podem ser citados
ainda os modelos CEV (Constant Elasticity Variance), de Cox (1975), e o modelo
SABR (Stochastic Alfa, Beta Rho), de Hagan et al. (2002).

No modelo CEV, segundo Jordan e Tier (2011), a volatilidade é tratada
como uma funcdo deterministica do preco do ativo subjacente. O processo neutro

a risco para o preco de um ativo S, é:
dS, = (r — q)S.dt + aS’dz (2.5)

onde r é a taxa de juros livre de risco, g € o rendimento em dividendos, dZ é um
processo de Wiener, a € um parametro da volatilidade e f é uma constante
positiva chamada elasticidade da volatilidade. O coeficiente de elasticidade
controla o formato da curva de volatilidade implicita, caracterizado pela sua
inclinacdo, de forma que, quanto maior o 8 maior a inclinacdo da volatilidade
implicita. Por outro lado, o parametro a fixa o valor da volatilidade para opcbes
at-the-money.

Note que quando B =1, o modelo é um Movimento Geométrico
Browniano (MGB). Ademais, quando 8 < 1, a volatilidade aumenta & medida que
0 preco da acdo diminui. Essa situagdo cria uma distribuicdo de probabilidade
semelhante aquela observada para agdes com uma cauda esquerda pesada e uma
cauda direita menos pesada (Hull, 2016). Por outro lado, quando g > 1, a
volatilidade aumenta a medida que o preco da agdo aumenta. Nesse caso, observa-
se uma distribuicdo de probabilidade com uma cauda direita mais pesada e uma
cauda esquerda menos pesada. Isso corresponde a um forward smirk de
volatilidade no qual a volatilidade implicita € uma funcéo crescente do preco de
exercicio.

Choi et al. (2013) destacam que uma das desvantagens do modelo CEV é
que pressupde uma correlacdo perfeita (positiva ou negativa) entre o preco do

ativo subjacente e a sua volatilidade. No entanto, estudos empiricos tém verificado
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que esta correlagdo ndo necessariamente € perfeita nem constante ao longo do
tempo. Igualmente, Kim et al. (2015) afirmam que a volatilidade implicita pode
ndo se mover na diregcdo correta quando o prego do ativo subjacente aumenta.

O modelo SABR, proposto por Hagan et al. (2002), é uma extensdo do
modelo CEV em que a volatilidade ndo é uma funcdo deterministica do tempo,
mas evolui estocasticamente.

Muito utilizado no mercado de opgdes sobre juros e de cdmbio, 0 modelo
SABR ¢é um modelo de volatilidade estocastica como os abordados na proxima
secdo, porém, diferentemente dos demais modelos, como o de Heston (1993), ele
ndo é usado de maneira direta para precificar opgdes. Na verdade, segundo
Kienitz e Wetterau (2012), este modelo estima a curva de volatilidade implicita e
a usa como input para outros modelos.

Segundo Hagan et al. (2002), a dinamica do modelo SABR ¢ dada por:

dSt = O-tSdet
dO't = fO-tdZt (26)
corr[dW,,dZ;] = pdt

onde S; se refere ao pre¢o spot do ativo subjacente, o, é a volatilidade do ativo, 8
é a elasticidade da volatilidade do modelo CEV, ¢ ¢ a volatilidade da volatilidade
e p é a correlacdo entre a volatilidade e o preco ativo objeto.

Segundo Gauthier e Rivaille (2009), no modelo SABR, a correlacdo é
responsavel pelo efeito sorriso da volatilidade. Ja a volatilidade da volatilidade
aumenta a intensidade do efeito sorriso, isto &, quanto maior a volatilidade da
volatilidade, mais intenso ¢ o efeito smile. Por outro lado, quanto menor a
volatilidade da volatilidade, mais plana é a curva de volatilidade implicita. Por
fim, o parametro de elasticidade da volatilidade apresenta 0 mesmo efeito que no
modelo CEV.
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2.3.Modelos de volatilidade estocastica

Os modelos de volatilidade estocastica continuos sdo modelos que
tornam a volatilidade em si uma variavel aleatoria que evolui continuamente no
tempo, de especial interesse e foco nesta dissertacdo. Nestes modelos, segundo
Sheppard (2007), a volatilidade ndo é mais constante nem deterministica, mas
segue um processo estocastico de difusdo em tempo continuo. Rouah & Vainberg
(2007) afirmam que nos modelos continuos de volatilidade estocastica tanto o
preco do ativo quanto a volatilidade possuem seu préprio processo de difusao, isto
€, seguem seu proprio processo browniano, com algum grau de correlacéo.

Os modelos continuos de volatilidade estocéastica séo bastante utilizados
na precificacdo de derivativos dado que conseguem capturar os principais fatos
estilizados das séries de retornos e volatilidade.

E consenso na literatura que os principais fatos estilizados de séries de
retornos sdo 0 excesso de curtose, a assimetria negativa, e 0 comportamento
heteroscedastico condicional.

O excesso de curtose diz respeito a presenca de caudas mais pesadas, isto
é, a ocorréncia de valores extremos (fortes altas e fortes quedas) é mais frequente
se comparada a distribuicdo normal. A assimetria, por sua vez, € ligeiramente
negativa, o que significa que quedas nos precos dos ativos sdo seguidas por
aumentos na volatilidade. Por outro lado, o comportamento heteroscedastico
condicional, segundo Aiube (2013), reline as caracteristicas de aglomerados de
volatilidade (volatility clustering) e efeito de alavancagem (leverage effect).
Enquanto os aglomerados de volatilidade se referem a ocorréncia de sucessivos
periodos de grande volatilidade e de sucessivos periodos de baixa volatilidade no
mercado, o leverage effect caracteriza o fato de que quedas de precos tendem a
gerar maior volatilidade do que as altas de pregos. Assim, pode-se dizer que ha
alguma correlagdo negativa entre os precos dos ativos e a volatilidade.

Dentre os modelos de volatilidade estocastica continuos, 0s modelos de Hull
e White (1987), Stein e Stein (1991) e Heston (1993) sdo os mais utilizados.
Considerando o objetivo de aplicacdo nesse trabalho, sdo apresentados a seguir
também os modelos de Bates (1996) e de Christoffersen et al. (2009), conhecido
como Double Heston.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521363/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521363/CA

27

2.3.1.Modelo de Hull e White (1987)

O modelo de Hull e White (1987) para a volatilidade considera que o
preco do ativo subjacente S, e a variancia do ativo v, seguem 0s seguintes

processos estocasticos:

dSt = MStdt + \/V_tStth
dvt = l/)tht + O'thdZt (27)
corr|[dW;,dZ;] = pdt

onde u e ¥ sdo a tendéncia do ativo-subjacente e da variancia respectivamente, e
o, é a volatilidade da variancia. Ademais, dW; e dZ, correspondem aos processos
de Wiener do prego do ativo-objeto e da variancia, respectivamente, com
correlagéo p.

Segundo Hull e White (1997), neste modelo, a variancia ndo assume
valores negativos e a taxa de juros livre de risco é constante ou deterministica. A
critica ao modelo se deve ao fato de descrever a evolucdo da volatilidade por um
Movimento Geométrico Browniano. Desta maneira, a volatilidade cresceria
exponencialmente ao longo do tempo, indo contra ao fato estilizado nomeado
aglomerado de volatilidade (volatility clustering) evidenciado por Cont (2001). Os
aglomerados de volatilidade se referem a ocorréncia de sucessivos periodos de
grande volatilidade e de sucessivos periodos de baixa volatilidade no mercado, o

que indicaria caracteristica de reversdo a média na volatilidade.

2.3.2.Modelo de Stein e Stein (1991)

O modelo de Stein e Stein (1991), ao contrario do modelo de Hull e
White (1987), considera que a volatilidade segue um processo de Ornstein-

Uhlenbeck aritmético, isto é:
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dS; = uS;dt + o,.S;dW;
do, = §(0 — o,)dt + édZ, (28]
Neste modelo, S; € o preco do ativo enquanto o; é a volatilidade do ativo.
Nota-se que, 0 modelo de Stein e Stein (1991) ndo modela a variancia como 0s
demais, mas sim, a volatilidade.

Os parametros u, 6, 6 e & sdo constantes e correspondem,
respectivamente, ao drift ou tendéncia do ativo-subjacente, velocidade de reversao
a média, volatilidade de longo prazo e volatilidade da volatilidade. Ademais, dW,
e dZ, sao considerados processos de Wiener independentes. Schobel e Zhu (1999)
estenderam o modelo de forma a considerar uma correlagéo entre 0s processos.

O fato de considerar um processo de reversao a média ao invés de um
movimento geométrico browniano para descrever a evolugdo da volatilidade ao
longo do tempo, torna este modelo um pouco mais adequado que o de Hull e
White (1987). Isto porque um processo de reversdo a média para a volatilidade
estaria mais aderente ao fato estilizado aglomerado de volatilidade, onde ocorrem
sucessivos periodos de grande volatilidade seguidos por sucessivos periodos de
baixa volatilidade. Por outro lado, no entanto, vale destacar que o modelo permite
a ocorréncia de volatilidades negativas.

2.3.3.Modelo de Heston (1993)

O modelo de Heston (1993) supde a seguinte dinamica para o preco do

ativo e sua variancia:

dS, = (r — q)S,dt + v S, dw,
dv, = k(6 —v)dt + 0,\/v,dZ, (2.9)
corr[dW,,dZ,] = pdt

onde S, corresponde ao pre¢o do ativo subjacente, r é a taxa de juros livre de risco
e q representa os dividendos. Ademais, v;, k, 6 e o, correspondem,
respectivamente, a variancia do ativo subjacente, velocidade de reversdao a média

da variancia, variancia de longo prazo e volatilidade da variancia. dW; e dZ, sao
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dois processos de Wiener com correlagéo p.

Nota-se que o modelo de Heston (1993) se assemelha ao modelo CIR
(Cox, Ingersoll e Ross, 1985) em que é considerado um processo de reversdo a
média para a volatilidade. Quando a volatilidade est4 acima do valor de equilibrio
0, a tendéncia é a ocorréncia de varia¢des negativas na volatilidade, de modo que
ela retorne ao ponto de equilibrio. O inverso ocorre quando a volatilidade esta
abaixo de 6.

De fato, a volatilidade, em geral, apresenta este tipo de comportamento,
uma vez que periodos de euforia ou estresse no mercado sdo sucedidos por
periodos de tranquilidade, com a volatilidade voltando ao seu patamar de
equilibrio. Entretanto, a velocidade com que a volatilidade converge para o valor
de equilibrio (k) depende do mercado analisado.

A velocidade de reversdo a média k afeta diretamente o efeito de
clustering — ou aglomerados de volatilidade. Rouah (2013) constata que altas
velocidades de reversdo a média diminuem a intensidade do efeito sorriso da
volatilidade, isto €, a curva de volatilidade implicita fica mais plana, conforme
Figura 2.5 abaixo:

Figura 2. 5 - Impacto da Reversdo a Média na Curva de Volatilidade Implicita
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Fonte: Rouah, 2013, p. 39

Observa-se que quanto mais rapida a velocidade de reversdo a média,
mais rapido a variancia tende a se estabilizar e menor é a curtose da distribuicéo

dos precos do ativo, de modo que a curvatura da curva de volatilidade implicita
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tende a ser minimizada, ficando mais plana, conforme pode se observado na
Figura 2.5.
Por outro lado, quanto maior a variancia média, maior ¢ o nivel da

volatilidade implicita, evidenciado na Figura 2.6.

Figura 2. 6 - Impacto da Variancia Média na Curva de Volatilidade Implicita
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Fonte: Rouah, 2013, p. 39

Outro ponto em questdo € que no modelo de Heston existem dois
movimentos brownianos: um referente a evolucdo do preco do ativo e o outro
referente a evolucdo da variancia ao longo do tempo. Segundo Bauer (2012), os
dois processos sdo correlacionados e, no geral, no mercado acionério, esta
correlacdo é negativa, isto €, quedas no preco do ativo tendem a ser acompanhadas
por aumentos na volatilidade.

Moodley (2005) acrescenta ainda que tal correlacdo afeta também a
simetria da distribui¢do dos retornos. Segundo o autor, quando a correlagdo entre
o retorno do ativo e a volatilidade é negativa, a tendéncia é que a cauda esquerda
fique mais “pesada” enquanto a cauda direita fica mais “fina”, caracterizando uma
assimetria negativa. Isto significa que a volatilidade aumenta a medida que o
preco da acdo cai, fendBmeno denominado leverage effect.

Por outro lado, quando a correlagédo entre o retorno do ativo e a
volatilidade é positiva, a tendéncia é que a cauda esquerda fique mais “fina”
enquanto a cauda direita fica mais “pesada”, caracterizando uma assimetria

positiva. Tal comportamento representa que aumentos nos precos das acdes
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implicam num aumento da volatilidade.

Rouah (2013) relaciona o grau de correlagdo entre a variancia e o ativo-
subjacente com o comportamento da curva de volatilidade implicita e a
distribuicdo dos logaritmos do preco do ativo-objeto, conforme pode ser

visualizado abaixo:

Figura 2. 7 - Efeito da Correlacédo na Curva de Distribuicdo

——Rho=-0.8
Rho = 0,0
—+—Rho = +0.8 |

4.9

ln(ST)

Fonte: Rouah, 2013, p. 34

Figura 2. 8 - Impacto da Correlacdo na Curva de Volatilidade Implicita

0,215
—— Rho -0,3
«— Rho 0,0
0,21 «— Rho0,3 |

Volatilidade b
Implicita 0,205

0,2

0,195
95 100 105 110

Preco de Exercicio

Fonte: Rouah, 2013, p. 39
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Observa-se ainda que correlagdes negativas produzem retornos
negativamente assimétricos que geram uma curva de volatilidade implicita
inclinada para a esquerda, caracterizando o efeito smirk.

Por outro lado, quando a correlacéo é positiva, a distribuicdo dos retornos
e assimétrica positiva e gera uma curva de volatilidade implicita inclinada para a
direita, efeito conhecido como forward smirk. Finalmente, correlagdes nulas
sugerem uma distribuicéo simétrica e uma curva de volatilidade do tipo smile.

Moodley (2005) ainda afirma que o pardmetro o, afeta a curtose da
distribuicdo. Quando ¢, = 0, a volatilidade é deterministica e, portanto, os log-
retornos serdo normalmente distribuidos. Em contrapartida, a medida que o,
aumenta, a presenca de eventos extremos aumenta em ambos os lados da
distribuicdo. Tal fato faz sentido visto que, se a volatilidade da variancia passa a
ser alta, a ocorréncia de eventos mais raros passa a ser mais frequente. Assim, 0s
emissores de opcOes de compra tenderdo a exigir um prémio maior para um
determinado preco de exercicio, afetando, portanto, a volatilidade implicita e
consequentemente o “sorriso” da volatilidade.

Este impacto da volatilidade da variancia sobre a distribuicdo dos
logaritmos dos precos do ativo-subjacente e sobre a curva de volatilidade implicita
é descrito por Rouah (2013).
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Figura 2. 9 - Efeito da Volatilidade da Variancia na Curva de Distribuicao
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Fonte: Rouah, 2013, p. 35
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Figura 2. 10 - Impacto da Volatilidade da Variancia
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Nota-se que, quando o g, € zero, isto significa que a variancia é
constante e, desta forma, os retornos teriam uma distribuicdo normal como
preconiza o modelo de Black & Scholes e a curva da volatilidade implicita seria
uma reta. Por outro lado, quanto maior o a,,, maior a curtose e mais acentuado € o
efeito smile/smirk da volatilidade.

Por ultimo, vale destacar uma importante propriedade do modelo de
Heston (1993) que, assim como em todo modelo do tipo CIR, a volatilidade nao
assume valores negativos ao longo do tempo se, e somente se, a seguinte
condig&o, conhecida como condicdo de Feller, seja satisfeita (Kienitz e Wetterau,
2012):

2k0 > o} (2.10)

Dentre todos os modelos acima mencionados, o0 modelo de Heston é o mais
utilizado para a precificacdo de opcoes de acoes.

Entretanto, segundo Rouah (2013), o modelo de Heston em alguns
momentos ndo se ajusta bem a volatilidade implicita de op¢gdes muito proximas ao
vencimento, caso das op¢bes no mercado brasileiro. Helgadottir e lonescu (2016)
argumentam que o efeito skew observado no mercado para opcBes de prazo de
vencimento muito curto € muito mais acentuado do que o modelo de Heston
consegue reproduzir.

Objetivando resolver este problema, surgiram modelos que adicionam saltos
ao modelo de Heston, como, por exemplo, 0s modelos de Bates (1996) e Duffie et
al. (2000). Além destes, surgiram ainda modelos em que os parametros do Heston
(1993) variam no tempo, como o0 modelo de Benhamou et al. (2010).
Christoffersen et al. (2009), por sua vez, desenvolveram um modelo que considera

dois processos CIR para volatilidade, denominado Double Heston.

2.3.4.Modelo de Bates (1996)

O modelo de Bates (1996) é um processo misto de difusdo com saltos,
sendo 0 processo estocastico para o preco do ativo e para variancia do ativo dados

por:
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dSt ES (T‘ - q - lﬂ])Stdt + \/v—tStth +]tStht
dv, = k(6 — v)dt + 0,\[v,dZ, (2.11)
corr|[dW;,dZ,] = pdt

As varidveis e os parametros dados por S;,r,q, v, k, 6, 0, € p Sd0 0S
mesmos do modelo de Heston (1993). dW, e dZ, séo dois processos de Wiener
com correlacdo p. No entanto, na equacdo acima, A corresponde a frequéncia dos
saltos e J; corresponde ao tamanho do salto. Bates (1996) considera que J, é
independente e identicamente distribuido das outras varidveis e segue uma

distribuicdo log-normal dada por:

2
log(1+J;) ~N <log(1 + u,) - 07], af) (2.12)

onde u; e ajz correspondem ao tamanho médio do salto e a sua variancia,
respectivamente.

O incremento de Poisson dN, € independente dos incrementos de Wiener
dW, e dZ, e pode assumir o valor de 1, com probabilidade Adt, ou, 0, com
probabilidade (1 —2A)dt. O fato de dN, ser independente dos incrementos de
Wiener ndo é uma premissa do modelo, mas sim um requisito probabilistico,
segundo Shreve (2004).

Kovachev (2014) ressalta que a velocidade de reversdo a média, a
variancia de longo prazo, a volatilidade da variancia e a correlacdo possuem a
mesma importancia que no modelo de Heston (1993). Entretanto, no modelo de
Bates (1996), o parametro u; afeta a assimetria da distribuicéo dos retornos, ou
seja, quando positivo produz uma distribuicdo positivamente assimétrica e,
quando negativo, produz uma distribuicdo negativamente assimétrica.

Por outro lado, o; afeta a curtose da distribuicdo de retornos, uma vez
que valores maiores para o; aumentam a variancia do processo dos retornos.
Ademais, conforme comentado, A determina a frequéncia dos saltos no preco do
ativo subjacente. Portanto, maiores valores para A significam maior quantidade de
saltos ao longo do tempo que, por sua vez, implicam numa maior volatilidade para

0 Processo.
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Ao contrario do modelo de Bates (1996), Duffie, Pan e Singleton (2000)
desenvolveram um modelo em que saltos na volatilidade e no preco do ativo séo
correlacionados. No entanto, Gatheral (2006), comparando os desempenhos dos
modelos de Heston (1993), Bates (1996), e Duffie et al. (2000), identificou que o
modelo de Bates (1996) prevalece em comparacao aos demais e que o modelo de
Duffie et al. (2000) ndo apresentou um bom ajuste aos precos das opcdes sobre o
indice S&P500. O autor conclui ainda que adicionar saltos & volatilidade néo
ajuda a explicar o skew da volatilidade, especialmente para opc¢des com
vencimento no curto prazo.

Além dos modelos que acrescentam saltos, existem modelos que
consideram os parametros de Heston (1993) variando no tempo, conhecidos como
time-dependent Heston models. Salvo suas respectivas particularidades, nestes
modelos, ndo existe uma equacdo estocastica nem uma funcdo matematica que
descreva a evolucdo destes parametros no tempo. Ao contrario, sdo estabelecidos
conjuntos de valores fixos para 0s parametros (piecewise constant parameter) a

depender do prazo até o vencimento (Benhamou et al., 2010).

2.3.5.Modelo Double Heston (2009)

Christoffersen (2009) propds mais uma extensdo ao modelo de Heston
(1993) ao acrescentar mais um processo do tipo CIR para descrever a evolucao da

variancia, de modo que 0s processos estocasticos envolvidos séo:

dS; = (r — q)S¢dt + \[v,S.dW; + [v,S,dW,
dv, = k,(6, —vy)dt + 0,,,1\/17_le1
dv, = ky (8, — v,)dt + 0,5/v,dZ, (2.13)
correl[dW;,dZ,] = p,dt
correl[dW,,dZ,] = p,dt

onde, assim como no modelo de Bates (1996), as variaveis e os parametros dados
por S, r, q, v;, k;, 0; € 0,,; (para i = 1,2) desempenham as mesmas funcdes que

no modelo de Heston. Ademais, dW; e dZ; para i = 1,2 sdo processos de Wiener
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com suas respectivas correlagdes.

Segundo Rouah (2013), a vantagem deste modelo € que ele é capaz de
prover maior flexibilidade na modelagem da superficie de volatilidade.

Christoffersen et al. (2009) afirmam que o formato e a intensidade da
curva de volatilidade implicita variam de forma bastante independente, de forma
que modelos com apenas um processo estocastico para descrever a volatilidade
ndo conseguem capturar este fendOmeno. Segundo os autores, podem existir dias
em que a volatilidade € bastante elevada, mas a curva de volatilidade implicita
pode ser quase uma reta horizontal assim como pode ser um smile bem acentuado.
Da mesma maneira, nos dias em que a volatilidade é muito baixa, é possivel
existir uma curva de volatilidade implicita com um smile acentuado bem como
uma reta horizontal.

Além deste fendbmeno, o0s autores argumentam que a curva de
volatilidade implicita varia ao longo do tempo, como se a correlacdo entre o ativo-
subjacente e a volatilidade ndo fosse constante.

Tendo em vista esse comportamento, Christoffersen et al. (2009)
adicionaram ao modelo de Heston (1993), uma segundo processo estocastico para
descrever a evolugéo da volatilidade ao longo do tempo.

Em seus estudos, os autores identificaram que o0 processo estocastico que
possui maior velocidade de reversdo a média é o que determina a correlacédo entre
os retornos de curto prazo e a variancia do preco do ativo. Por outro lado, 0
processo estocastico que apresenta a menor velocidade de reversdo a média
determina a correlagéo entre os retornos de longo prazo e a variancia do preco do
ativo. Segundo eles, isto traz mais flexibilidade para capturar o nivel, formato e as

mudangas da curva de volatilidade ao longo do tempo.

2.4.Modelos hibridos

Em vista da importancia em também se considerar a taxa de juros
estocastica na precificacdo de algumas opc¢des de longo prazo, surgiram na
literatura os modelos hibridos, que combinam modelos de volatilidade estocastica
com taxa de juros estocastica. Alguns dos principais modelos existentes na
literatura s@o conhecidos como HCIR, ou Heston-Cox-Ingersoll-Ross, (Grzelak et
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al., 2011, Ahlip e Rutkowski, 2013, Recchioni e Sun, 2016, Samimi et al., 2016) e
HHW, ou Heston-Hull-White (Hout e Ploeg, 2007, Grzelak et al., 2011, Grzelak
et al., 2012, Kammeyer e Kienitz, 2012, Guo et al., 2013, Samimi et al., 2016).

Estes modelos foram desenvolvidos em funcdo da sensibilidade das
opcdes as variacdes nas taxas de juros, em especial, as opgdes com prazo de
vencimento mais longo. Bakshi et al.(1997), por exemplo, ao comparar 0s
modelos Black & Scholes com os modelos de volatilidade estocéstica e de
volatilidade estocastica com saltos e juros estocasticos, identificaram que o
modelo com juros estocasticos apresentou a melhor performance na precificacao
de op¢des do indice da S&P500 com prazo de vencimento mais longo.

O modelo HCIR, segundo Samimi et. al (2016), € uma combinacdo do
modelo CIR para modelar a taxa de juros com o modelo de Heston para a

modelagem da variancia. O modelo pode ser escrito como:

dS, = 1:S,dt + v S, AW, (t)
dvy = k(0 — v,)dt + 0, /v dW, () .10
2.14
dry = A0 — 1) dt + o,\/r,dW5(t)

SO>O,V0>O,T0>O

onde S; corresponde a evolucdo do preco do ativo-subjacente, v, diz respeito a
evolucdo da variancia do ativo ao longo do tempo e r; é a taxa de juro livre de
risco. Os parametros k, 6, e g, sdo 0s mesmos do modelo de Heston (1993). No
entanto, A, @ e o, correspondem a velocidade de reversdo a média da taxa de juros
livre de risco, taxa de juros livre de risco de longo prazo e volatilidade da taxa de
juros livre de risco. S,, v,, 1, correspondem ao preco inicial do ativo-subjacente, a
variancia inicial do preco do ativo e a taxa de juros livre de risco inicial. Vale
destacar que 0s processos brownianos W;, W, e W5 estdo correlacionados dois a

dois e suas correlagGes sdo dadas por:
corr[dW;, dW;] = p; jdt tal que i,j = 1,2,3 (2.15)

O modelo HHW ¢ uma juncdo do modelo de Heston (1993) para a
variancia com o modelo de Hull e White (1987) para a taxa de juros. Pode ser
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matematicamente representado por:

dSe = (e — q)Sedt + [v S, dW, (t)
dve = k(8 — v)dt + 0, /v dW,(0)
dry = A0, — 1)dt + 0, [T dW5 (1) (2.16)
Sy >0,v9g>0,79>0
corr[dWi,de] = p;jdt tal que i,j = 1,2,3

onde S;, 1¢, q, v, 6,0, A, 0, S,, vy € 1, CcOrrespondem aos mesmos parametros
do modelo HCIR.

A diferenca essencial entre os modelos HCIR e HHW é com relacéo a
taxa de juros de equilibrio. Enquanto no modelo HCIR a taxa de juros de
equilibrio (@) é uma constante, no modelo HHW ela é variavel no tempo (6,) e se

ajusta a estrutura a termo inicial da taxa de juro corrente.
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Na Tabela 2.1 abaixo, sdo apresentadas as principais caracteristicas de

cada modelo mencionado neste trabalho, bem como, as suas principais aplicagdes

na precificacdo de derivativos financeiros.

Tabela 2. 1 - Resumo dos Principais Modelos de Volatilidade

Volatilidade Local

CEV - Constant
Elasticity Variance,
(Cox, 1975)

Volatilidade como
uma funcéo
deterministica  do
tempo e do prego do
ativo-objeto;

Classificacdo Modelos (Artigo) Caracteristicas Observagdes
Modelam a | « Necessitam de
evolugéo da métodos numéricos
variancia de simulacdo para
condicional; precificar opcoes;

Modelos de GARCH (Bollerslev, Consideram 0s | ® Heston e Nandi

Volatilidade 1986), EGARCH principais fatos (2000)  fornecem

Condicional (Nelson, 1991) estilizados das séries uma férmula que
de retornos; necessita do uso de

métodos numéricos
de integracdo para
aprecar opgoes;
Preco do ativo segue | e Necessita do uso de
MGB; métodos numéricos
Volatilidade como de diferencas
Dupire (1994) uma fungéo finitas;
deterministica  do | e Usado para aprecar
tempo e do prego do opcOes exoticas;
ativo-objeto;
Preco do ativo segue | e Possui uma solucéo
MGB; analitica;
Modelos de

e Bastante usado na
precificacdo de
opcOes exoticas;

SABR (Hagan et al.
2002

Preco do ativo segue
MGB;
Volatilidade segue

o Especialmente
aplicado no
mercado de moeda

Modelos de
Volatilidade
Estocastica

Hull e White (1987)

MGB sem e juros;

tendéncia;

Preco do ativo e | e A volatilidade néo
segue MGB; assume valores

Volatilidade segue
MGB;

Preco do ativo e
Volatilidade sdo
correlacionados;

negativos;

e A volatilidade
cresce
exponencialmente
no tempo;
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Classificacdo

Modelos (Artigo)

Caracteristicas

Observagdes

Modelos de
Volatilidade
Estocéstica

Preco do ativo segue

A volatilidade pode

MGB; assumir valores
Volatilidade segue negativos;
Stein e Stein (1991) MRM-Aritmético;
Preco do ativo e
Volatilidade sdo
independentes;
Amplamente
Preco do ativo segue L!t'“zado_ ha
MGB: literatura;
Volatilidade segue Apresenta uma
formula  analitica

Heston (1993)

MRM-CIR;

Preco do ativo e
Volatilidade sdo
correlacionados;

com uso de
métodos numéricos
de integracdo para
0 aprecamento de
opcoes;

Bates (1996)

Preco do ativo segue
MGB com saltos;
Volatilidade segue
MRM-CIR;

Preco do ativo e
Volatilidade séo
correlacionados;

Extenséo do
modelo de Heston
para melhorar a
precificacio de
opcbes de curto
prazo;

Double Heston
(Christoffersen et al,
2009)

Preco do ativo segue
MGB;

Os dois processos
para a Volatilidade
sdo MRM-CIR;
Preco do ativo ¢
correlacionado com
cada processo que
descreve a
Volatilidade;

Extenséo do
modelo de Heston
para melhorar a
precificacdo de
opcbes de curto
prazo;

Modelos Hibridos

Heston-Cox-Ingersoll-
Ross (Grzelak et al.,
2010)

Preco do ativo segue
MGB;

Volatilidade segue
MRM-CIR;

Taxa de Juros Livre
de Risco segue um
MRM-CIR

Preco do ativo,
Volatilidade e Taxa
de Juros Livre de
Risco sdo
correlacionados;
Taxa de Juros de
Equilibrio é
constante;

Especialmente
atil na
precificacdo de
opcbes de longo
prazo de
vencimento;
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Classificacdo

Modelos (Artigo)

Caracteristicas

Observagdes

Heston-Hull-White

Preco do ativo segue
MGB;

Volatilidade segue
MRM-CIR;

Taxa de Juros Livre
de Risco segue um
MRM-CIR

e Especialmente (til
na precificacdo de
opcBes de longo
tempo de
vencimento;

e E um modelo que
se ajusta a estrutura

Modelos Hibridos (Hout e Ploeg, 2007) | e Preco do ativo, a termo da taxa de
Volatilidade e Taxa juros;
de Juros Livre de
Risco sdo
correlacionados;

e Taxa de Juros de
Equilibrio varia ao
longo do tempo;

Em face de todo o exposto, 0 modelo de Heston (1993) foi escolhido para
precificar as opgOes de compra de agdes na B3. A escolha por esse modelo como
ponto de partida para analise leva em conta as caracteristicas por ele implicadas,
como reversao a média e ndo negatividade da volatilidade.

Vale destacar que, no mercado brasileiro, as op¢des mais liquidas sdo as que
irdo vencer no curto prazo. Assim, conforme ja mencionado, uma vez que, 0S
modelos de Bates (1996) e Double Heston (2009) sdo extensbes que buscam
melhorar o ajuste a volatilidade implicita de opcBes muito préximas ao
vencimento, nesta dissertacdo, € proposta uma comparacdo entre 0 modelo de
Heston (1993) e estes dois modelos.

Por outro lado, o fato de as op¢es mais liquidas serem de vencimento mais
curto, faz com que, a principio, ndo sejam esperados ganhos expressivos ao
utilizar extensbes do modelo de Heston (1993) que considerem 0s juros
estocasticos, de forma que estes modelos ndo foram considerados para analise
nesta dissertacéo.

No entanto, para aplicar os modelos de Heston (1993), Bates (1996) e
Double Heston (2009) na precificacdo de opcGes € necessario o uso de métodos
numéricos uma vez que tais modelos ndo dispdem de solucdo analitica fechada.
Neste trabalho, portanto, sera utilizado o método numerico proposto por Lewis

(2000) e seu desenvolvimento sera objeto de estudo do proximo capitulo.
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2.6.Modelos de Volatilidade aplicados ao Mercado Brasileiro

No Brasil, ndo existem muitos artigos publicados aplicando modelos de
volatilidade estocastica para precificar opgdes de acoes.

No entanto, Martin (2004) analisa do ponto de vista tedrico as principais
linhas de estudo sobre precificacdo de opc¢des quando a variancia dos retornos do
ativo-objeto é estocastica.

Neste contexto, Vicente et al. (2006) verificaram uma boa capacidade do
modelo de Heston (1993) em se ajustar as flutuacdes dos precos das acdes na B3,
mas ndo precificaram nenhuma opc¢éo e seus resultados ndo sdo comparaveis com
0s obtidos por este trabalho.

Pezzo e Uberti (2006) também estudaram os modelos de Heston (1993) e
Bates (1996) nos mercados emergentes, incluindo o Brasil, e identificaram uma
boa capacidade destes modelos em descrever os movimentos dos pregos dos
ativos.

Por outro lado, Cepni et al. (2013) identificaram que, no geral, 0s modelos
de Black & Scholes e Heston (1993) possuem dificuldades em se ajustar a
distribuicdo do retornos dos indices de a¢fes nos mercados emergentes.

Por sua vez, Costa e Yoshino (2004) e Bustamante (2010) estudaram a
calibracdo do modelo de Heston (1993) no mercado brasileiro de opg¢des de
cambio.

Em contrapartida, Gomes (2015) avaliou 0 modelo de Heston e Nandi
(2000) no aprecamento de opcbes de acbGes na B3, tendo concluido que o
supracitado modelo aparece como uma melhor alternativa preditiva em relagéo ao
Black & Scholes.

Ainda no Brasil, Luccas (2007) testou 0 modelo de Kou (2002) para avaliar
as opgdes de compra da Petrobras e Vale. Por outro lado, Araujo et al. (2003)
estudaram o modelo de Duan (1995) na precificacdo de opgbes de compra da
Telebras, enquanto que Almeida e Dana (2005) aplicaram o modelo de Fouque et
al. (2000) na avaliagdo das agOes da Telemar.

Ademais, Hunzinger et al. (2014) estudaram o0 comportamento da
volatilidade implicita dos indices de a¢Ges nos BRICS e Vitiello Janior (2000)
comparou 0s modelos Black & Scholes e CEV (Cox e Ross, 1976) para
aprecamento de opg¢des de compra no mercado brasileiro.
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3. Solugao para o Valor das Op¢oes nos Modelos
Propostos

Modelos mais complexos para precificacdo de opgcbes, como os de Heston
(1993), Bates (1996) e Double Heston (2009), resultam em equacOes diferenciais
parciais que ndo possuem uma solucéao analitica fechada.

Assim, para precificar opcGes europeias cujos ativos subjacentes sao
definidos a partir destes modelos, é necessario o uso de métodos numéricos que
envolvem a fundamentacao teorica apresentada na presente secao.

Dentre os métodos numeéricos para precificacdo de op¢bes considerando a
volatilidade como estocastica existem: o método de Carr e Madan (1999), o de
Lewis (2000), o de Attari (2004) e o COS desenvolvido por Fang e Oosterlee
(2008). Dentre estes métodos, os de Lewis (2000), Attari (2004) e COS (2008) sdo
de mais rapida convergéncia. Uma das vantagens dos métodos de Lewis (2000) e
Attari (2004) é que, por serem métodos que exigem apenas a resolucdo de uma
integral, sdo considerados mais rapidos em comparacdo aos demais. Apesar de
igualmente réapido, o0 método COS (2008), segundo Kraska (2015), apresenta erros
significativos ao ser aplicado ao modelo de Bates (1996) a depender da magnitude
dos parametros dos saltos. Ademais, Le Floc’h (2014) constatou que as opg¢des
muito dentro-do-dinheiro e proximas a data de expiracdo podem ser severamente
mal aprecadas mesmo com um amplo intervalo de integracdo que aumenta
consideravelmente o tempo computacional.

Assim, nesta dissertacdo optou-se por estudar e analisar com mais
profundidade o método de Lewis (2000), de modo a utilizd-lo na aplicacdo
empirica proposta para precificar opgdes de acdes. Desse modo, em seguida, sera
apresentado o desenvolvimento matematico de Lewis (2000)*.

! Para maior detalhamento do processo de construcéo do método, o leitor podera consultar
Lewis (2000)
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3.1.Método de Lewis

Segundo Lewis (2000), o preco em t =0 de uma opcdo V na medida

martingale é dado por:
V(So) = e TTE?[w(x,T)] (3.1)

onde x(t) =InS; e w(x, T) é a funcdo de payoff da opcao.
Seja w(z, t) a transformada generalizada de Fourier calculada para o valor

da opcdo w(x, t) no tempo t, de modo que:
w(z,t) = f e w(x, t)dx (3.2)

onde x = x(t) = InS;, i =v—1 e z é a variavel de transformacdo complexa
(z =z, +iz;). Desta forma, w(x,t) pode ser determinado pelo teorema da

transformada inversa de Fourier:

1 izj+oo )
w(x,t) = %j e " W(z,t)dz (3.3)
izj—o0

Juntando as equacdes 3.1 e 3.3, obtém-se:

e—rT izj+oo .
V(S,) = 5 EQU e W (z,T)dz (3.4)

T iZl' oo

Uma call europeia tem payoff na data T dado por Max(S; — K, 0), onde K é

0 preco de exercicio da opcao, de modo que pode ser escrito como:

w(x,T) = Max(e* — K, 0) (3.5)

Dessa forma, a transformada de Fourier de w(x, T), a partir da equagéo 3.2

é dada por:
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R K1+iz 26

Esta expressdao € chamada por Lewis (2000) como a transformacdo do
payoff da opgdo de compra. Vale destacar que Im(z) > 1. Substituindo 3.6 em
3.4:

e T iz;+oo 1+iz
C(Sy) = — E? f Tiex — 3.7
(S0) 2m [iz_ooe 22—z " 8.7)

onde C(S,) € o valor em t = 0 da opcdo de compra europeia. Lewis (2000),
considera que, sob neutralidade ao risco, o preco do ativo-objeto em t=T é dado

por:

ST = Soe(r_q)T+XT (38)
onde S,, q e r correspondem ao pre¢o spot do ativo, dividendos e a taxa de juros
livre de risco, respectivamente, e X € um processo de Lévy para o qual E[X;] =

1. Sendo x = x(T) = In S, aequacdo 3.7 para C(S,) pode ser reescrita como:

, 1+iz
-iz K

z2 — iz

e

-1T izj+oo
C(So) = ——— E? l f (Sper—aT+XT)
lZi—OO

dz (3.9)

Em seguida, passando o valor esperado para dentro da integral e fazendo

Yr = InSy + (r — q)T, tem-se que:

e T izj+oo 1+iz
C(Sy) = — EQ[(e¥Yr*XT)~iz d 3.10
0= | Bl a— s (3.10)
e—rT izj+oo ] ] 1+iz
C(Sy) = — o f e TEQe X7 ] 3, dz (3.11)

izj—oo
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Sendo f(—z) = EQ[e‘iZXT] a funcéo caracteristica do processo X, tem-se

que:

—1T iz;+o 1+iz
C(S.) = — —lZYT £~ d 12
0= | e (3.12)
C(Sy) = il f N g “ 3.13
o) =~ e fC2) (3.13)

izj—oo
onde Uy = In (i{—") + (r—q)T.

Para resolver a integral da equacdo 3.13 e obter o valor da opcdo, Lewis
(2000) mostra como alterar os limites de integracdo aplicando o teorema do
residuo para integral complexa, de modo que obtém, conforme apresentado por
Rouah (2013), a seguinte expressao para o valor da op¢do de compra europeia:

Ke—rT
21

d

— —-qT z
C(So) — Soe - Z2 _ iZ

ivy+o00
f e VT f(—z2) (3.14)

iv,—0

para v, € (0,1).
Lewis (2000) propGe entdo uma nova alteragdo dos limites de integragéo e,
aplicando novamente o teorema do residuo, finalmente expressa o valor da opgédo

europeia de compra como uma integral agora real dada por:

1 du (3.15)
Uu +Z

T
-(r+q)5 (o .
JKSpe 2 ) i
C(Sy) = Soe“’T — OTI Re elZUTf (u — E)
0

onde Re é a parte real do nUmero complexo correspondente e f representa a
funcdo caracteristica do modelo em estudo. Em que pese ao prémio de opc¢oes
venda, seu preco pode ser calculado atraves da relagdo de paridade compra-venda.

Um ponto importante a ser destacado é a necessidade de se resolver a
integral da equacdo 3.15 para obter o preco da call europeia. Usualmente, uma
integral é avaliada a partir da anti-derivada, considerando os limites de integracao.
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Entretanto, conforme Rouah (2013), a anti-derivada ndo esta disponivel para os
modelos de Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009), de forma que o
uso de métodos numericos se faz necessario.

De um modo geral, os métodos numéricos buscam aproximar o calculo da
integral de uma funcéo f(x) por um somatdrio ponderado do integrando avaliado

em pontos discretos ao longo dos limites de integracéo, isto €:

N

b
f Fl0)dx ~ Z o f (%) (3.16)

a =
onde j = 1a N sdo os pontos de integracdo e a; 0S respectivos pesos, que vao
depender do método numérico utilizado.

Nesta dissertacdo serd utilizado o método adaptativo Gauss Kronrod
Quadrature (Kronrod, 1965), visto que Schmelzle (2010), ao avaliar diversos
métodos com relacdo a precisdo e eficiéncia computacional, constatou que este
método possui uma melhor performance em termos de eficiéncia além de uma boa
acurécia.

O software utilizado para os célculos neste trabalho foi o Matlab, de modo
que a funcdo utilizada para o método adaptativo Gauss Kronrod Quadrature €
dada por quadgk(f,a,b,tol), onde f é o integrando, a é o limite inferior de
integracdo, b é o limite superior de integracdo e tol € o nivel de tolerancia do erro.

A luz de Lewis (2000) e Helgadéttir e lonescu (2016), definiu-se a = 0 e
b = 1000. Ademais, optou-se por utilizar um nivel de tolerancia de 10713,

Outro ponto relevante a ser ressaltado € o fato de que para aplicar o método
de Lewis (2000) na precificacdo de opcOes a partir dos modelos de Heston (1993),
Bates (1996) e Double Heston (2009), € necessario 0 uso das respectivas funcoes
caracteristicas destes modelos. Tais fungdes caracteristicas sdo objeto de estudo da

préxima secao.

3.2.Funcdes Caracteristicas dos Modelos de Volatilidade Estocastica

Considerando os modelos de interesse neste trabalho, para que se possa
utilizar o método proposto por Lewis (2000) a partir do uso da transformada de

Fourier conforme apresentado na secao anterior, € necessario o uso das funcdes
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caracteristicas correspondentes aos modelos de Heston (1993), Bates (1996) e
Double Heston (2009). O valor da opgéo europeia de compra para cada um dos
modelos é obtido a partir da solucdo da integral dada pela equacdo 3.15,
conhecendo as fungdes caracteristicas dos modelos. Tais func¢des sdo encontradas
na literatura, em trabalhos como os de Rouah (2013) e Kienitz e Wetterau (2012).

Rouah (2013), por exemplo, demonstra que a fungdo caracteristica do
modelo de Heston (1993) é dada por:

fHeston — e(A+Bv0+izx)

, k6 _ 1—ge &
A= (r—q)izt+ 0'_3 I(k — po,zi —d)t — 2Iln (ﬁ)l

k — [ —d[1—e™ %"
- pO,Zi e ) (3.17)
o 1—ge @
_k—poyiz—d
9= k —po,iz+d

d= \/(k — po,iz)? + (iz + z?)o?

Além do modelo de Heston (1993), Rouah (2013) apresenta também a
funcdo caracteristica do modelo Double Heston (2009), dada da seguinte forma:

fDouble Heston — e(A+Blv0‘1+Bzv0‘2+izx)

2
k:6; 1—gie 4®
A= (r—q)izt + # (kj —pjajiz—dj)r—Zln <g+>l

j=1 vl 1-g;

g == Piovsiz—d ( 1—e™r ) (3.18)
= 3.18
] 2 —d;t

Op,j 1—-gje™

ki — pjov;iz — d

d; = \/(kj — pjav,jiz)z + (iz + z%) 0y

Kienitz e Wetterau (2012) e Persson (2013), por sua vez, apresentam a

funcdo caracteristica de Bates (1996) dada pela seguinte equacéo:
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.01 2. ..
—Au]izr+/1‘r<(1+u])lzefaflZ(lz_l)—l) (3_19)
fBates = fHestone

No Apéndice B, é apresentada a demonstracdo para obtencdo da funcéo

caracteristica de Heston (1993).
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4. Aplicagao Empirica

O objetivo deste capitulo é apresentar a proposta de comparacdo entre
modelos de volatilidade estocastica aplicados a precificacdo de opgdes, em
especial os modelos de Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009),
aplicados as opcBes de compra de aces no mercado brasileiro. Para a definicéo
do levantamento dos dados a serem utilizados e estabelecer o processo de
estimacdo dos parametros dos modelos, o presente trabalho referencia, em
especial, os artigos de Bakshi et al. (1997), Lin et al. (2001) e Kim e Kim (2004).

Bakshi et al. (1997) compararam quatro modelos de precificacdo de opcdes
qguanto a capacidade de ajuste aos dados dentro da amostra (in-sample) e a
capacidade preditiva fora da amostra (out-of-sample). Além disso, eles avaliaram
a adequabilidade do modelo para capturar a estrutura a termo da volatilidade
implicita. Os autores utilizaram modelos que consideram a volatilidade como
estocastica, além da presenca de saltos e dos juros estocasticos. Todos estes
modelos foram comparados entre si e também em relacdo ao modelo Black &
Scholes. Para isto, os autores utilizaram, essencialmente, opcdes de compra sobre
0 indice S&P 500 no periodo de 01/06/1988 até 31/05/1991.

Seguindo o mesmo raciocinio, Lin et al. (2001) avaliaram o modelo de
Heston, comparando-o ao modelo Black & Scholes na precificacdo de opgdes de
compra baseadas no indice FTSE 100 no periodo de 22/12/1993 até 18/12/1996.

Kim e Kim (2004), baseados na metodologia usada por Bakshi et al. (1997),
compararam 0s modelos GARCH, Variance Gamma (Madan e Seneta, 1990, e
Boyarchenko e Levendorskii, 2002) e Heston para precificar op¢des do indice
KOSPI 200, indice do mercado sul-coreano, no periodo de 03/01/1999 até
26/12/2000.

Esta dissertacdo busca comparar os modelos de Heston (1993), Bates (1996)
e Double Heston (2009) para precificar opcdes de compra baseadas nas agdes
preferenciais da Petrobrds (PETR4) e Vale (VALES) no periodo 18/10/2016 até
05/01/2017.
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O modelo de Heston foi escolhido devido as suas caracteristicas de reversao
a média e ndo negatividade. Por outro lado, j& que as opg¢des de compra mais
liquidas negociadas no mercado brasileiro sdo as de curto prazo, preferiu-se
utilizar os modelos de Bates (1996) e Double Heston (2009), ao invés de um
modelo com juros estocasticos como em Bakshi et al. (1997). De acordo com 0s
estudos empiricos na literatura, os modelos de Bates (1996) e Double Heston
(2009), tém apresentado resultados melhores que os modelos de Heston (1993) e
Black & Scholes no aprecamento de opc¢des de curto prazo. Por outro lado, tratar
0S juros como estocasticos ndo teria tanto efeito nestas opcdes, conforme
constatado por Bakshi et al. (1997) para o0 mercado norte-americano.

Com relagdo ao periodo escolhido para a aplicacdo empirica, vale destacar
que este foi definido tendo como partida a disponibilidade de dados que
viabilizassem uma sincronia perfeita entre a cotacdo do preco da opcéo e da acéo
e que respeitassem determinados critérios, descritos a seguir nesse capitulo. Desta

forma, optou-se por ndo utilizar cotagdes mais antigas.

4.1.Dados

Neste trabalho, foram utilizadas opc¢des de compra de a¢bes preferenciais da
Petrobras (PETR4) e Vale (VALES) com vencimento em Novembro e Dezembro
de 2016 e Janeiro de 2017. No total, foram consideradas 21, 17 e 16 opcdes de
Petrobrés, respectivamente nos meses mencionados; e 28, 28 e 17 opcdes de Vale,
respectivamente também nos meses mencionados. Desta forma, foram realizadas
2000 precificacdes diarias dentro do periodo de 18/10/2016 até 05/01/2017°.

Os dados foram obtidos na base de dados da B3* e consistiram em cotacdes
intradiérias das acOes e das opg¢Bes. Uma vez que no Brasil algumas opgdes de
acOes possuem baixo volume de negociagdo ao longo dos dias, existe a
possibilidade de o ultimo preco de negociacdo da opcdo ter sido estabelecido
tendo como base um preco para a acdo diferente do preco de fechamento dela no

mercado a vista. Dessa maneira, a fim de evitar problemas decorrentes deste

2 A data de 18/10/2016 foi escolhida para data inicial dos dados considerando os vencimentos das
opcOes do més de outubro.
¥ www. ftp.bmf.com.br
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possivel descasamento entre os precos de fechamento da opc¢éo e da acéo, optou-

se por utilizar cotagOes intradiarias. O uso de cotacGes intradiérias permitiu fazer

uma sincronia perfeita entre os precos da acdo e os das opcOes e, desta forma,

obter uma boa estimativa dos parametros e, consequentemente, um bom

aprecamento.

Sumariamente, foram selecionadas as cotaces de opc¢des que respeitaram 0s

seguintes critérios:

Para cada dia dentro da amostra, foi selecionado apenas o ultimo
preco de negociacdo de cada opcao entre 16:00 e 17:30. Segundo
Kim e Kim (2004), esta janela de tempo é estabelecida com vista a
minimizar problemas decorrentes da variacdo intradidria da
volatilidade. Devido ao baixo volume de negociacdo de algumas
opcodes de acdes em comparacdo com mercados internacionais, cujos
artigos foram usados como referéncia, escolheu-se este periodo
intradiario mais amplo. Caso se estabelecesse um intervalo de tempo
menor, poucas opg¢des seriam consideradas, 0 que implicaria em uma
piora no processo de calibragdo e precificacao;

Opcbes com menos de seis dias Uteis para a expiracdo foram
excluidas da amostra, procedimento equivalente ao adotado na
literatura por trabalhos mencionados acima. Os precos destas opcdes
prestes a vencer podem apresentar um comportamento instavel
consideravel e, por isso, foram desconsiderados;

Da mesma maneira, foram desconsideradas opc¢des com prémio
inferior a R$0,20. Importa destacar que foi definido um valor
inferior ao estabelecido nos artigos acima, pois um valor de prémio
maior levaria a uma baixa disponibilidade de opg6es para o estudo;
Hull (2005) afirma que as opg¢des muito dentro do dinheiro e muito
fora do dinheiro possuem pouca sensibilidade a volatilidade, de
modo que as volatilidades implicitas calculadas a partir dos precos
dessas opcdes ndo se apresentam como bons resultados. Sendo
assim, para a calibragdo dos pardmetros, foram excluidas as opc¢Ges

muito dentro do dinheiro, com uma razao entre o preco da agdo e o
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preco de exercicio superior a 1,17. No entanto, como em Bakshi et
al. (1997), tais opgdes foram mantidas na precificagéo.
e A vista de Hull (2016) e seguindo Oliveira (2013), precos que nao

respeitavam a condicao de arbitragem foram eliminados:

C>Se 9" —Ke T (4.1)

onde C, S, q,T, K e r correspondem, respectivamente, ao preco de
mercado das opcdes, preco a vista do ativo-subjacente, taxa de
dividendos, prazo para o0 vencimento, preco de exercicio da opcao e
taxa de juros livre de risco. Caso esta condicdo ndo seja satisfeita, o
arbitrador poderia vender a agdo a descoberto, comprar a opgdes de

compra e investir a diferenca a taxa de juros livre de risco.

4.2 .Estimacédo dos Parametros

Antes de proceder com a explanacdo do processo de calibracdo dos
modelos, é necessario compreender os parametros a serem estimados nos modelos
de Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009).

A aplicacdo do modelo de Heston (1993) exige a estimacdo de cinco
parametros, enquanto os modelos de Bates (1996) e Double Heston (2009)
necessitam da estimacéo de oito e dez parametros, respectivamente.

Para os modelos de Heston (1993) e Double Heston (2009) ha a necessidade
de estimagdo dos parametros relacionados a velocidade de reversdo a média,
variancia de longo prazo, volatilidade da variancia, variancia inicial e correlacéo
entre a variancia e o ativo-subjacente, conforme definidos nas equacgdes 2.9 e
2.13.

Por outro lado, 0 modelo de Bates (1996) exige que, além dos parametros do
modelo de Heston (1993), sejam estimados os pardmetros de frequéncia dos
saltos, média e variancia da magnitude dos saltos, conforme definidos na equacao
2.11.
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A estimacdo dos parametros dos trés modelos foi realizada atraves de um
problema de otimizagdo ndo linear cuja funcdo objetivo a ser minimizada foi a

Relative Squared Price Error (RSPE) para cada um dos modelos:

2

N Pmodelo _ Pmercado
RSPE = z ( : - ) (4.2)
i=1

Pmercado
i

onde N corresponde ao numero de opc¢es utilizadas na calibracdo do modelo, i
corresponde a cada opgdo, P™¢7¢44 refere-se ao Gltimo prémio observado da

opcdo no mercado da B3 dentro da janela de tempo considerada e Pm°%¢l é
prémio teodrico de cada opcdo calculado por cada um dos modelos utilizados:
Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009).

Gschnaidtner e Escobar (2015) avaliaram os riscos relacionados a calibracéo
destes tipos de modelos, tendo constatado que as funcOes-objetivos que
apresentaram os melhores desempenhos foram a Relative Squared Volatility Error
(RSVE) e Relative Squared Price Error (RSPE), respectivamente. O RSVE se
assemelha ao RSPE, utilizando, no entanto, a volatilidade implicita ao invés dos
precos de mercado das opgdes para calculo do erro.

Neste trabalho, optou-se pelo uso do RSPE, uma vez que, com frequéncia, o
calculo da volatilidade implicita é inexequivel em virtude da menor liquidez do
mercado brasileiro de opgdes de agdes. Kim e Kim (2004) utilizaram a mesma
funcdo objetivo pra aprecar op¢des do indice KOSPI.

O algoritmo de otimizagdo utilizado foi o trust-region-reflective presente no
otimizador Nonlinear Least Square do software Matlab. Trata-se de um algoritmo
de otimizagdo local cujos resultados tanto em valores estimados quanto em tempo
para estimacédo sdo reportados na literatura como satisfatorios quando comparado
a algoritmos de otimizacdo global, que também s&o utilizados na calibracdo de
modelos de volatilidade estocastica para aprecamento de opcoes.

Alguns autores comparam o uso de algoritmos de otimizacao local e global
para calibracdo de modelos de volatilidade estocéastica, como, por exemplo,
Helgadottir e lonescu (2016), Criséstomo (2014), Lee (2013) e Moodley (2005).
Como otimizador global, o algoritmo Adaptative Simulated Annealing (dado pela

funcdo asamin no Matlab) € usado pelos autores citados.
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Segundo Gschnaidtner e Escobar (2015), algoritmos de otimizacdo global
como o Adaptative Simulated Annealing possuem uma probabilidade maior de
encontrar a melhor solugcdo se comparados aos otimizadores locais como o
Nonlinear Least Square, cuja qualidade da otimizacdo depende dos parametros
iniciais utilizados. Apesar disso, 0s primeiros demandam maior tempo
computacional do que os ultimos para convergir para uma solugdo. Ainda segundo
0s autores, para os profissionais do mercado financeiro, uma rapida estimacdo dos
parametros é crucial dado que os modelos precisam ser recalibrados diversas
vezes num periodo curto de tempo. Dessa maneira, é pratica comum no mercado,
assim como, na academia, 0 uso de otimizadores locais em substituicdo aos
otimizadores globais.

O Nonlinear Least Square permite que se definam os valores para os limites
inferiores e superiores dos parametros a serem estimados. Tal fato é crucial, pois
impede que a otimizacdo resulte em valores para os parametros que, embora
viaveis matematicamente, ndo sejam viaveis do ponto de vista econémico.

Sendo assim, seguindo Helgadéttir e lonescu (2016), Criséstomo (2014),
Persson (2013), Yang (2013) e Oliveira (2013), foram estabelecidos 0s seguintes
valores para os limites inferiores e superiores de cada parametro:

e Variancia Média e Inicial: Considerando que a volatilidade sempre é
positiva e que apenas em condigdes extremas alcanca valores acima
de 100%, estabeleceu-se como limites inferior e superior 0 e 1,
respectivamente;

e Correlacdo: Para a correlacdo, adotou-se -1 como limite inferior e 1
como limite superior. Em face do fato estilizado leverage effect,
amplamente verificado em estudos empiricos de séries financeiras,
como em Cont (2001), é esperado que a correlacdo entre o preco da
acao e a volatilidade seja negativa;

e Volatilidade da Variancia: Devido a caracterizacdo do mercado
brasileiro como bastante volatil, considerou-se como limite superior
10. Para limite inferior, definiu-se 0, em virtude da impossibilidade
da volatilidade assumir valores negativos;

e Velocidade de Reversdo & Média: Seguindo Mikhailov e Nogel

(2003), o parametro de reversdo a média foi estimado indiretamente
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a partir da condicdo de Feller. A condicdo de Feller, representada
pela inequagdo 2.10, se respeitada, garante a positividade da
volatilidade descrita por um processo CIR, como nos modelos de
Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009). Desse modo,
estabeleceram-se como limites inferior e superior os valores de 0 e
10 para o parametro de Feller (F), isto é, 0 < F < 10, onde
F = 2x0 — oZ. Com os valores para o parametro de Feller (F),
variancia de longo prazo (6) e volatilidade da variancia (o),
estimados pelo processo de otimizagédo, pode-se determinar o valor
da velocidade de reversdo a média (k).

e Frequéncia dos Saltos: Os limites inferior e superior deste parametro
foram determinados de acordo com Persson (2013) como 0 e 10,
respectivamente.

e Média dos Saltos: Seguindo Persson (2013), estabeleceram-se como
limites inferior e superior -3 e 3, respectivamente.

e Variancia dos Saltos: Os limites da variancia dos saltos foram
determinados pelos mesmos critérios usados para a volatilidade
inicial. Sendo assim, o limite inferior foi estabelecido como 0 e 0
superior, como 1.

Um aspecto importante é que, como todo algoritmo de otimizacao local, os
resultados dependem da escolha dos valores iniciais para os parametros do
modelo. Isto é, a depender dos valores iniciais estipulados para os parametros que
se desejam estimar, o resultado final da otimizag&o pode ser um minimo global ou
local. Ndo ha certeza sobre o resultado encontrado ser o melhor possivel. Uma
forma de amenizar esse problema € considerar diferentes valores iniciais para cada
parametro a ser estimado e, assim, resolver o problema de otimizagdo inUmeras
vezes, para comparar os resultados finais obtidos.

Em face do exposto, no primeiro dia de calibragem (18/10/2016), optou-se
pela criagdo de um grid formado pela combinacdo dos valores iniciais de cada
parametro de cada modelo. Este grid com valores iniciais foi criado variando-se
os parametros dentro do intervalo estabelecido pelos limites superiores e

inferiores detalhados anteriormente.
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Por exemplo, para o parametro de correlacao foi definido um limite inferior
e superior de -1 e 1, respectivamente. Por outro lado, foi escolhido que a variagéo
no parametro seria 0,25 de modo a ter uma discretizacdo adequada para cobrir
melhor o espaco paramétrico. Diante disso, um conjunto com os valores iniciais
para correlacéo foi construido, dado por:

(-1;-0,75;-0,50;—0,25; 0; 0,25; 0,50; 0,75; 1)

Este procedimento foi replicado para cada parametro e, em seguida, a partir

da combinacdo dos valores iniciais de cada parametro, o grid foi construido. A

variacdo em cada parametro pode ser visualizada na Tabela 4.1 abaixo:

Tabela 4. 1 - Variacéo dos Valores Iniciais de cada Pardmetro

Parametros Descrigéo Variacao no Pardmetro
F Parametro de Feller 0,70
6 Variancia de longo prazo 0,30
oy Volatilidade da variancia 0,70
p Correlagdo 0,25
vy Variancia inicial 0,30
Uy Média dos saltos 0,50
o) Variancia dos saltos 0,30
A Frequéncia dos saltos 0,70

A construcdo deste grid permitiu que fossem obtidos inUmeros conjuntos
com os valores iniciais para 0s parametros. Entretanto, para economizar tempo
computacional, executou-se o algoritmo de otimizagdo uma vez para cada um dos
1.000 conjuntos de valores iniciais dos parametros e se obteve um conjunto de
pardmetros Otimos estimados para cada execucdo da otimizacdo. Em seguida,
dentre os 1.000 conjuntos de parametros 6timos obtidos, escolheu-se o conjunto
que gerou o menor valor para a funcdo objetivo. Considerou-se este, portanto,
como o conjunto de parametros 6timos estimados para o primeiro dia da amostra.
A partir dai, na calibragem dos dias seguintes, foram utilizados como valores
iniciais para 0s parametros, os parametros 6timos encontrados na estimacéo do dia
anterior.

Como explicado no Capitulo 3, 0 método na calibragem dos parametros e na

precificacdo das opgdes foi 0 método de Lewis (2000).
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E relevante destacar aqui, ainda, dois pontos importantes referentes aos
dados de mercado utilizados neste projeto: o nimero de opgdes necessarias na
calibragem e a liquidez do mercado brasileiro.

Com relacdo a quantidade de opcOes utilizadas na estimacdo dos
parametros, é essencial ressaltar que, para rodar um problema de otimizacédo, o
namero de opgdes utilizadas na calibracdo deve ser pelo menos igual ao nimero
de pardmetros a ser determinado. Além disto, Gschnaidtner e Escobar (2015)
identificaram que o ndmero de opcdes utilizadas na calibracdo aumenta
significativamente a acuracia dos resultados. Em seus estudos, eles verificaram
que aumentando o numero de opgOes na calibracdo de seis para dez, os resultados
melhoravam em dez vezes. Ademais, ao aumentar o tamanho da amostra para
vinte e cinco op¢oes, o erro na calibragem caiu para a metade.

Por outro lado, considerando a aplicacdo do presente trabalho, o mercado
brasileiro de opcbes de ac¢bes € pouco liquido de forma geral, 0 que implica na
dificuldade de escolher um grande nimero de opg¢des para calibragem do modelo.
Esta baixa liquidez € referente a auséncia de negociacao de algumas opc¢des ou a
baixa negociabilidade delas durante o dia que resulta numa defasagem entre o
preco de fechamento da opcdo e preco de fechamento da agdo. Em outras
palavras, por exemplo, o preco de fechamento da opcéo pouco liquida pode ser
dado por uma negociacao feita as 11:30, enquanto o preco de fechamento da acéo
é dado por uma negociacdo realizada as 17:50. Neste exemplo, o preco da opcéo
seria estabelecido com base em um preco da agdo proximo as 11:30, e ndo as
17:50.

Para superar este obstaculo foram utilizadas cota¢des intradiarias conforme
mencionado na se¢do anterior. As cotacdes intradiarias permitem fazer uma
sincronia perfeita entre o preco do ativo e da opcdo e, desta forma, eliminar
qualquer defasagem na cotacgéo deles. No entanto, algumas opcdes, simplesmente,
ndo sdo negociadas em alguns dias ou foram negociadas fora do horéario
estabelecido de 16:00 as 17:30.

Além disso, devido aos critérios de eliminar op¢Bes muito dentro do
dinheiro e muito fora do dinheiro, acabou-se por obter, em média, 15 opcbes por

dia para calibragem e precificacgéo.
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5. Resultados

Neste capitulo sdo apresentadas as comparacgdes entre as performances dos
modelos de volatilidade estocéstica escolhidos para a aplicagdo proposta, com
relacdo a capacidade de ajuste aos dados in-sample e a capacidade preditiva com
dados out-of-sample. Ademais, é feita uma analise da volatilidade implicita
resultante de cada modelo em estudo.

Para realizar as andlises, os dados foram segmentados de acordo com o quéo
dentro ou fora do dinheiro as opgdes se encontram. Seguindo Bakshi et al. (1997),
a partir da razdo S/K, ou seja, entre 0 preco do ativo e o preco de exercicio da
opcao, as op¢des com razao menor que 0,97 foram estabelecidas como OTM (out-
of-money ou dentro do dinheiro). Por outro lado, op¢des cuja razéo situa-se entre
0,97 e 1,03 foram consideradas ATM (at-the-money ou no dinheiro). Por Gltimo,
opcdes com razdo maior que 1,03 foram definidas como ITM (in-the-money ou
dentro do dinheiro).

A totalidade de precos diarios de opg¢des no periodo considerado de
18/10/2016 a 05/01/2017, segundo o grau de moneyness, pode ser visualizada na
Tabela 5.1.

Tabela 5. 1 - Total de Pregos de Opgdes

Petrobras Vale
IT™ 490 694
ATM 144 147
OT™ 263 262
Total 897 1103

Ademais, assim como Kim e Kim (2004), as métricas utilizadas na
comparacdo dos modelos foram: MAE (Mean Absolute Errors), MPE (Mean
Percentage Errors), MAPE (Mean Absolute Percentage Errors), MSE (Mean
Squared Errors) e RMSE (Root Mean Squared Errors).

As supracitadas medidas agregadas de erro escolhidas sdo definidas da

seguinte forma:
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N Teorico Mercado
i—1|PL’ - Pi |

MAE = N (5.1)
|P_Tec')rico _ PMercadol
i i
MAPE — év=1 PiMercado (5.2)
B N
N P_Te(’)rico _ PMercado
MPE 2l'=1 : PiMercaldo (5.3)
B N
N Teorico Mercado 2
MSE = i—1(Pi N_ Pi ) (5.4)
RMSE = MSE (5.5)

onde N corresponde ao numero de opgdes utilizadas na calibracdo do modelo, i
corresponde a cada opgdo, P/™¢7¢44° refere-se ao Gltimo prego de negociacio das
opgdes no mercado da B3 dentro de uma janela de tempo considerada e P/™°%¢! é
preco tedrico de cada opcdo calculado pelos modelos de Heston (1993), Bates
(1996) e Double Heston (2009).

Note que, enquanto o MAE e MAPE medem a magnitude dos erros, 0 MPE
indica a direcdo dos erros na precificacao, isto é, indica se os modelos subaprecam
ou sobreaprecam as opgOes. Assim como em Bakshi et al. (1997), Lin et al.
(2001), Kim e Kim (2004), sera dado um enfoque maior sobre as medidas
agregadas de erro MAPE e MPE.

5.1.Anéalise dos Parametros Estimados

Aplicando as fungdes caracteristicas dos modelos no método de Lewis
(2000), dadas pelas equacbes 3.17, 3.18 e 3.19, foram estimados os pardmetros
para 0s modelos de Heston (1993), Double Heston (2009) e Bates (1996),
respectivamente.

O processo de estimacdo foi realizado através de otimizacdo ndo linear,

usando o algoritmo trust-region-reflective através da funcéo Isqnonlin referente ao
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otimizador Nonlinear Least Square presente no software Matlab junto ao RSPE
como funcgéo objetivo a ser minimizada.

Para o célculo dos pregos das opg¢des pelo modelo Black & Scholes, houve a
necessidade de se estimar a volatilidade dos ativos subjacentes. As volatilidades
das acdes preferenciais da Petrobras (PETR4) e Vale (VALES) foram estimadas
por uma média aritmética das volatilidades implicitas calculadas no dia anterior.
Isto &, para precificar as op¢des no dia seguinte, utilizou-se uma média aritmética
das volatilidades implicitas calculadas a partir dos precos de mercado das opcdes
no dia anterior.

A Tabela 5.2 apresenta os valores médios estimados e 0s desvios-padréo
(entre paréntesis) correspondentes a cada parametro do processo de volatilidade
estocastica para os trés diferentes modelos, considerando as séries de opcdes de
Novembro e Dezembro de 2016 e Janeiro de 2017. Ao todo foram realizadas 55
calibracBes para cada acdo, correspondendo a quantidade de dias Gteis entre o
periodo de 18/10/2016 e 05/01/2017.

Tabela 5. 2 - Parametros Estimados de cada Modelo

Petrobras Vale
Heston Bates | Double Heston | Heston Bates | Double Heston
16,78 29,48 27,20 16,11 28,71 10,67
1 (10,97)|  (29,67) (34,42) (10,59) |  (18,01) (8,83)
0 0,90 0,37 0,29 0,79 0,37 0,48
1 (0,17) (0,19) (0,18) (0,22) (0,25) (0,27)
5,08 4,08 3,03 4,52 3,92 2,51
71 (1,56) (2,65) (1,39) (1,61) (3,02) (1,05)
-0,05 -0,25 -0,27 -0,10 -0,41 -0,18
P1 (0,11) (0,35) (0,84) (0,15) (0,33) (0,89)
” 0,11 0,27 0,11 0,10 0,26 0,07
0.1 (0,12) (0,11) (0,07) (0,11) (0,10) (0,05)
- 0,01 - - 0,09 -
H (0,65) (0,50)
i - 0,53 - - 0,31 -
/ (0,31) (0,22)
2 - 0,49 - - 1,45 -
(0,43) (1,67)
- - 13,42 - - 16,39
2 (11,87) (22,34)
0 - - 0,59 - - 0,52
2 (0,28) (0,24)
- - 3,43 - - 2,61
92 (1,23) (1,37)
- - 0,25 - - 0,20
P2 (0,79) (0,88)
v - - 0,06 - - 0,12
0.2 (0,07) (0,11)
RSPE 0,0275 0,0244 0,0267 0,0211 0,0084 0,0197
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Analisando os pardmetros acima, pode-se verificar que 0s parametros de
volatilidade da variancia e velocidade de reversdo a média sdo bem superiores aos
valores encontrados por Bakshi et al. (1997), Lin et al. (2001) e Kim e Kim
(2004). No entanto, vale destacar que tanto Bakshi et al. (1997) quanto Lin et al.
(2001) trabalharam com opgdes de indice de mercados desenvolvidos. Mercados
desenvolvidos possuem, em geral, menor volatilidade. Além disso, indices de
bolsa de valores apresentam apenas risco sistematico. Dessa forma, os autores
supracitados obtiveram baixos valores para volatilidade da variancia e velocidade
de reversdo a média.

Por outro lado, Kim e Kim (2004), apesar de também usarem opcdes de
indice em seus trabalhos, apresentaram uma aplicacdo empirica em um mercado
emergente. Portanto, a volatilidade da variancia bem como a velocidade de
reversdao a média obtidas na calibracdo foram maiores que as encontradas por
Bakshi et al. (1997) e Lin et al. (2001).

Nesta dissertacdo, ndao s6 os modelos foram aplicados em um mercado
emergente, mas também foram aplicados a opc¢des de acdes, que possuem risco
sistematico e ndo-sistematico. Vale destacar ainda que as acdes da Petrobrés e
Vale, devido a natureza de seus negdcios, apresentam uma alta volatilidade no
mercado de modo que foram obtidas altas volatilidades da variancia e velocidades
de reversdo a media.

Helgaddttir e lonescu (2016) e Criséstomo (2014) afirmam que ativos
financeiros podem ser bastante volateis no curto prazo, podendo a volatilidade da
variancia alcancar valores como esta dissertacdo obteve. Pelos mesmos motivos
supracitados, a variancia média encontrada nesta dissertacdo foi superior a
encontrada nos artigos de Bakshi et al. (1997), Lin et al. (2001) e Kim e Kim
(2004). Aqui, e importante mencionar que, neste trabalho, foram utilizadas apenas
opcOes de curtissimo prazo ao contrério dos demais artigos de Bakshi et al.
(1997), Lin et. al (2001) e Kim e Kim (2004) que usaram opg¢0es de curto e longo
prazo.

Outro ponto que merece destaque é referente aos valores obtidos na
estimacdo da correlacdo dos modelos de Heston (1993), Bates (1996) e Double
Heston (2009). Segundo a literatura, a volatilidade das acOes tende a aumentar

quando os pregos das agdes caem, caracterizando uma correlacdo negativa. Tal
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fato estilizado € conhecido como leverage effect. Em face do exposto, era
esperado obter uma correlagcdo negativa entre a volatilidade e o preco da acéo, o
que de fato aconteceu nos modelos de Heston (1993) e Bates (1996). No entanto,
no modelo Double Heston (2009), ha duas correlacbes a serem estimadas, de
modo que uma das correlagdes deu negativa enquanto a outra deu positiva. Tal
fato aconteceu tanto na calibracdo com as opg¢des da Petrobras quanto com as da
Vale.

Uma possivel explicacdo pode ser o fato de terem sido utilizadas opc¢des de
um Unico vencimento de curto prazo. O modelo Double Heston (2009) possui
dois processos estocasticos para descrever a volatilidade. Conforme Christoffersen
et al. (2009) expGem, cada processo estocastico é responsavel por descrever o
comportamento da volatilidade num determinado intervalo tempo. Em outras
palavras, enquanto um processo estocastico é responsavel por descrever o
comportamento da volatilidade no curto prazo, o outro é responsavel por
descrever o comportamento da volatilidade implicita no longo prazo. Neste
sentido, Grasselli e Romo (2016) afirmam que o modelo de Double Heston (2009)
busca modelar tanto o efeito smile/smirk quanto a estrutura a termo da
volatilidade. A estrutura a termo da volatilidade implicita é como a volatilidade
implicita varia ao longo do tempo. Em face do exposto, o uso de opc¢des de um
unico vencimento pode estar implicando, essencialmente, em dois problemas.

Primeiramente, como apenas opc¢des de curto prazo estdo sendo utilizadas e
néo estdo sendo utilizadas opg¢des de longo prazo, o modelo pode estar capturando
o efeito smile das opgbes que irdo vencer no curto prazo, mas pode ndo estar
capturando uma possivel mudanca que a curva de volatilidade podera sofrer ao
longo do tempo em face de néo se estar considerando opg¢des mais longas. O fato
de uma das correlagdes ser positiva pode estar indicando isso.

Por outro lado, a correlagdo positiva pode estar indicando que o modelo
Double Heston pode até estar capturando o efeito smile da volatilidade, mas a
custa de um valor pouco realista para o pardmetro da correlagdo. Uma
possibilidade é a correlagdo negativa estar, de modo geral, se sobrepondo a
correlagdo positiva e, dessa maneira, o0 efeito leverage pode estar sendo
caracterizado e, consequentemente, o efeito smile capturado. Conforme
mencionam Ané e Labidi (2001), Hafner e Wallmeier (2001), Kassberger (2004) e
Hafner e Schmid (2005), os modelos de volatilidade estocastica muitas vezes
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capturam bem o efeito smile/smirk, mas para isso necessitam atribuir valores altos
e um pouco desconexos com a realidade para os pardmetros do modelo em
questéo.

Na revisdo da literatura realizada por este autor, ndo foi identificado nenhum
trabalho que tenha relatado correlacdo positiva no modelo Double Heston (2009).
No entanto, todos os estudos empiricos realizados até o presente momento
utilizaram opcgdes de prazo de vencimento diferentes e, portanto, esta questdo
pode nao ter sido identificada ainda pelos pesquisadores. Dessa maneira, 0 que 0
autor deste trabalho busca com esta discussdo é apenas lancar uma luz sobre o
assunto para que futuros trabalhos possam verificar as hipoteses aqui elencadas.

Considerando as correlagdes estimadas para os modelos de Heston (1993) e
Bates (1996), pode-se afirmar que estas foram semelhantes, em magnitude, as
encontradas por Kim e Kim (2004), entretanto, diferentes das encontradas por
Bakshi et al. (1997) e Lin et al. (2001). Tal fato, também pode ser explicado pelos
mercados estudados em cada trabalho. Enquanto os ultimos usaram opcfes em
mercados desenvolvidos, Kim e Kim (2004) focaram em um mercado emergente.

Cabe ainda destacar que dentre todos os modelos, 0 modelo de Bates (1996)
€ 0 que possui maior velocidade de reversdo a média para 0 processo da
volatilidade, bem como, a menor volatilidade de longo prazo e a menor
volatilidade da variancia quando comparado ao modelo de Heston (1993). Tais
resultados sdo corroborados por Bakshi et al. (1997) e, parte deles, deve-se ao fato
de que 0 modelo de Bates (1996) atribui parcela da variancia média e volatilidade
da variancia a ocorréncia de saltos no preco das a¢cdes. Da mesma maneira, a
ocorréncia de saltos imp&e uma rapida reversdo a média da variancia.

Analisando os valores dos parametros dos modelos de Heston (1993) e
Bates (1996) para as acdes preferenciais da Petrobras (PETR4) e Vale (VALES),
por exemplo, podemos extrair algumas informacdes importantes com relagdo as
expectativas do mercado quanto ao comportamento futuro do prego dessas agoes.

Tendo isso em vista, pode-se perceber que, de uma forma geral, a magnitude
dos valores dos parametros dos modelos da Petrobras e da Vale nédo difere muito.
Com relag@o ao modelo de Heston (1993), importa destacar, primeiramente, que o
modelo estima parametros indicando maior volatilidade da variancia para
Petrobrds em comparagdo com a acdo da Vale, sugerindo que, no periodo, era
esperado que a Petrobras apresentasse uma maior volatilidade. Na pratica, a
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diferenca foi pequena. O oposto é observado com a correlacéo, ou seja, 0 modelo
estima que os retornos da Petrobras no periodo tenham uma correlacdo menor
com a variancia do que a Vale. Isto indica que o leverage effect esperado da acéo
da Petrobréas seria menor que o da Vale.

Com relacdo ao modelo de Bates, os valores dos parametros relacionados
aos saltos podem também ser comparados. Como pode ser visto, 0 modelo reflete
que, durante o periodo, retornos da Petrobras e da Vale apresentassem, em média,
saltos positivos, mas de baixa magnitude. Entretanto, a frequéncia dos saltos na
acao da Vale seria superior a frequéncia dos saltos na acdo da Petrobras ao longo
do periodo em analise.

Conforme pode ser observado na Tabela 5.2, os pardmetros dos modelos de
volatilidade estocastica, assim como em Kim e Kim (2004), apresentam maiores
desvios-padrao. Tal acontecimento, segundo os autores, evidencia a existéncia de
instabilidade dos parametros na calibragdo dos modelos.

Conforme evidenciado neste trabalho e explicado por Kienitz e Wetterau
(2012) e Rouah (2013), os modelos de volatilidade estocastica de Heston (1993),
Bates (1996) e Double Heston (2009) apresentam parametros que possuem efeitos
similares ou opostos na modelagem da curva de volatilidade implicita. Isto
implica que, na calibracdo destes modelos via otimizagdo ndo linear, podem ser
obtidos diferentes conjuntos de parametros 6timos com a mesma qualidade de
ajuste aos dados, isto é, com valores muito proximos para a funcdo objetivo
(RSPE), implicando no problema de instabilidade. Tal fendmeno se configura em
um obstaculo na implementacdo destes modelos e tem sido objeto de estudo e
publicacdo de artigos.

Entretanto, conforme relatado por Kim e Kim (2004), os modelos de
volatilidade estocastica, mesmo com maiores desvios-padrdo, tiveram um
desempenho superior aos demais. Tal fato, também foi constatado neste trabalho e
sera exposto nas secoes seguintes.

Por ultimo, observando a média do RSPE diario, constata-se que, apesar de
0 modelo Double Heston (2009) possuir maior quantidade de parametros, ele ndo
apresentou um melhor ajuste aos dados se comparado ao modelo de Bates (1996).
Na verdade, quando comparado ao ajuste do modelo de Heston (1993), 0 modelo
de Bates apresentou uma melhora no ajuste aos dados de 11% para opgOes de
compra da Petrobrds e 60% para opcBes de compra da Vale, resultado este
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semelhante ao encontrado por Bakshi et al. (1997). Enquanto isso, 0 modelo de
Double Heston, melhorou o ajuste em 3% e 7%, respectivamente, nas opcdes de
compra da Petrobrés e da Vale quando comparado ao modelo de Heston.

5.2.Andlise In-sample

Nesta secdo sdo expostos os resultados da precificacdo in-sample. A
precificacdo in-sample consistiu em estimar o0s precos das mesmas opcoes que
foram utilizadas para a estimacdo dos parametros. Por exemplo, no dia
19/10/2016, a partir das opgcOes que tiveram negociacdo, foram estimados os
parametros dos modelos estudados. Em seguida, estas mesmas opg¢des foram
precificadas usando cada modelo e os valores tedricos obtidos foram comparados
com os precos de negociacdo registrados no mesmo dia, 19/10/2016, usando as
medidas agregadas de erro. Assim, foi realizada a analise para todas as datas do
periodo proposto no capitulo anterior.

A Tabela 5.3 apresenta os resultados das medidas agregadas de erro de
aprecamento em relacdo aos valores das op¢des estimados a partir de cada um dos
modelos (Black & Scholes, Heston, Bates e Double Heston) comparados com 0s
valores de mercado das opgOes. As informagdes foram calculadas no periodo
18/10/2016 a 05/01/2017, para opcbes de compra da PETR4 e VALES, fazendo a
separacdo das informacdes considerando opcdes fora do dinheiro (OTM), no
dinheiro (ATM) e dentro do dinheiro (ITM). Os melhores resultados para cada
medida agregada de erro estdo destacados em negrito.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1521363/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1521363/CA

68

Tabela 5. 3 - Resultados In-sample

Petrobras Vale

Double BS Heston | Bates Double

BS Heston | Bates Heston BS Heston

MAE 0,0268| 0,0150| 0,0149| 0,0137| 0,0341| 0,0296| 0,0207| 0,0271

MAPE 1,18%| 0,53%| 0,47%| 0,45%]| 1,00%| 0,69% | 0,49% | 0,61%

ITM  [MPE 0,02%| -0,17% | -0,05%| 0,00%| 0,19%| 0,06% | -0,01%| 0,19%

MSE 0,0051| 0,0042| 0,0034| 0,0041]| 0,0025| 0,0025| 0,0012| 0,0022

RMSE 0,0717] 0,0649| 0,0579| 0,0644| 0,0498| 0,0499| 0,0347| 0,0472

MAE 0,0523| 0,0084| 0,0060| 0,0071| 0,0642| 0,0121| 0,0079| 0,0100

MAPE 713%| 137%]| 0,84% | 1,15%| 6,52%| 0,99%| 0,67% | 0,83%

ATM | MPE 5,66% | -0,84% | 0,18% | -0,58%| 5,96% | -0,46% | 0,08% | -0,24%

MSE 0,0042| 0,0002| 0,0001| 0,0001| 0,0074| 0,0003| 0,0001| 0,0002

RMSE 0,0646| 0,0149| 0,0080| 0,0118]| 0,0858| 0,0182| 0,0111| 0,0148

MAE 0,0454| 0,0140| 0,0132| 0,0137| 0,0539| 0,0108| 0,0085| 0,0101

MAPE | 1511%| 3,19%| 1,99% | 3,02% | 13,88% | 2,40%| 1,70% | 2,14%

OTM | MPE 4,00% | -0,58% | -0,55% | -0,69%| 7,70%| 0,07%| -0,17% | -0,10%

MSE 0,0294| 0,0267| 0,0266 | 0,0267| 0,0055| 0,0004| 0,0003| 0,0003

RMSE 0,1714| 0,1635| 0,1632| 0,1635| 0,0743| 0,0193| 0,0173| 0,0186

MAE 0,0363| 0,0137| 0,0130| 0,0126| 0,0428| 0,0228| 0,0161| 0,0208

MAPE 6,22%| 1,44%| 097% | 131%| 480%| 1,14%| 0,80% | 1,00%

TODAS | MPE 2,09% | -0,40% | -0,16% | -0,29%| 2,75%| -0,01% | -0,03% | 0,07%

MSE 0,0121| 0,0102| 0,0097| 0,0101| 0,0039| 0,0017| 0,0008| 0,0015

RMSE 0,1100| 0,1008| 0,0983| 0,1006| 0,0621| 0,0412] 0,0291| 0,0389

Pelos resultados da tabela, observa-se que, independentemente do grau de
moneyness, 0 RMSE do modelo de Bates € o menor, seguido pelos modelos de
Double Heston, Heston e Black & Scholes. Da mesma maneira, excetuando-se as
opcOes ITM da Petrobras, as medidas de erro agregadas MAPE e MAE também
apresentaram os menores valores para 0 modelo de Bates, seguido pelos modelos
Double Heston, Heston e Black & Scholes. Se considerarmos o agregado de todas
as opgdes, podemos verificar que o modelo de Bates possui os menores MAPE e
RMSE. Em seguida aparecem os modelos Double Heston, Heston e Black &
Scholes. Isto € também uma indicacdo de que o modelo de Bates produziu um
melhor ajuste aos dados in-sample no periodo estudado, além dos resultados
observados de ajuste por conta da calibragéo.

Analisando o MPE, podemos verificar que, assim como observado por Kim

e Kim (2004), o modelo de Heston, predominantemente, subaprecou as opc¢oes.
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Da mesma maneira, verificamos que o modelo de Bates subaprecou todas as
opcoes, exceto as opcdes ATM, que foram sobreaprecadas. Com relagdo ao
modelo Double Heston, verificamos que, excetuando-se as opg¢des ITM, ele
subaprecou todas as demais opc¢des. O modelo Black & Scholes sobreapregou as
opcdes ATM e OTM de maneira semelhante aos achados de Kim e Kim (2004).
No entanto, 0 mesmo modelo também sobreaprecou levemente as opgdes ITM.
Neste contexto, € importante ressaltar que, quando um modelo subapreca uma
determinada opcdo, significa que o modelo esta considerando uma volatilidade
menor do que a volatilidade que o mercado estd considerando. Da mesma
maneira, quando um modelo sobreapreca a opc¢do, significa que o modelo esta
considerando uma volatilidade maior que o mercado estd considerando para
aquela determinada opcdo, uma vez que quanto maior a volatilidade maior o
prémio da opcdo. Caracteristicas de volatilidade implicita implicada pelos

modelos serdo analisadas adiante.

5.3.Analise Out-of-sample

Apos a estimacdo dos parametros e analise dos erros de aprecamento in-
sample, foi realizada uma analise da capacidade preditiva dos modelos. Desta
forma, foram estimadas novamente medidas agregadas de erro, porém
considerando a performance dos modelos fora da amostra na qual os parametros
sdo estimados, ou seja, out-of-sample. A partir dos parametros estimados de
18/10/2016 a 05/01/2017, o preco um-dia-a-frente para cada modelo foi calculado
e comparado com o valor de mercado da opgéo. Os resultados séo apresentados na
Tabela 5.4 seguindo a mesma classificagdo de moneyness das opcbes. Os
melhores resultados para cada medida agregada de erro estdo destacados em
negrito.

Conforme pode ser visualizado na Tabela 5.4 abaixo, de acordo com o
MAPE, o modelo de Bates apresentou, de modo geral, 0 melhor desempenho,

seguido pelos modelos Double Heston, Heston e Black &Scholes.
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Tabela 5. 4 - Resultados Out-of-Sample

Petrobras Vale

BS Heston | Bates | Double BS Heston | Bates | Double

MAE | 0,282 | 0,0235 | 0,0260 | 0,0222 | 0,0442 | 0,0457 | 0,0400 | 0,0425

MAPE | 1,41% | 1,17% 1,16% | 1,08% | 1,39% | 1,40% | 1,21% 1,27%

I™ MPE -0,01% | -0,56% | -0,18% | -0,27% | 0,03% | -0,39% | -0,21% | -0,13%

MSE 0,0015 | 0,0011 | 0,0014 | 0,0010 | 0,0037 | 0,0038 | 0,0028 | 0,0035

RMSE | 0,0391 | 0,0330 | 0,0370 | 0,0312 | 0,0609 | 0,0619 | 0,0532 | 0,0588

MAE 0,0556 | 0,0380 | 0,0333 | 0,0353 | 0,0910 | 0,0620 | 0,0604 | 0,0612

MAPE | 7,70% | 5,21% | 4,42% 481% | 8,67% | 5,32% | 5,24% 5,29%

ATM MPE 590% | -3,16% | -0,39% | -197% | 6,07% | -2,05% 0,11% | -1,07%

MSE 0,0045 | 0,0025 | 0,0019 | 0,0021 | 0,0143 | 0,0056 | 0,0051 | 0,0053

RMSE | 0,0668 | 0,0497 | 0,0435 | 0,0462 | 0,1198 | 0,0748 | 0,0711 | 0,0726

MAE 0,0510 | 0,0408 | 0,0391 | 0,0397 | 0,0748 | 0,0526 | 0,0503 | 0,0523

MAPE | 17,54% | 12,57% | 10,90% | 12,22% | 18,84% | 12,47% | 11,77% | 12,38%

OTM MPE 530% | -6,85% | -1,00% | -558% | 5,66% | -5,08% | -2,05% | -4,50%

MSE 0,0318 | 0,0307 | 0,0304 | 0,0305 | 0,0098 | 0,0044 | 0,0040 | 0,0042

RMSE | 0,1782 | 0,1751 | 0,1744 | 0,1747 | 0,0988 | 0,0663 | 0,0629 | 0,0651

MAE 0,0392 | 0,0308 | 0,0309 | 0,0294 | 0,0577 | 0,0495 | 0,0452 | 0,0473

MAPE | 7,06% | 5,10% | 4,49% 489% | 6,48% | 4,54% | 4,24% 4,43%

TODAS | MPE 247% | -2,79% | -0,45% | -2,07% | 2,17% | -1,72% | -0,61% | -1,29%

MSE 0,0107 | 0,0098 | 0,0098 | 0,0097 | 0,0066 | 0,0042 | 0,0034 | 0,0039

RMSE | 0,1035 | 0,0991 | 0,0991 | 0,0983 | 0,0810 | 0,0648 | 0,0582 | 0,0623

De maneira geral, os modelos de volatilidade estocéstica apresentaram
melhores resultados do que o modelo Black & Scholes. Ademais, de forma
semelhante a anélise in-sample, 0 modelo de Bates, excetuando-se as op¢des ITM
da Petrobras, apresentou o melhor resultado, independente da medida agregada de
erro utilizada, seguido pelos modelos Double Heston, Heston e Black & Scholes.

Considerando todas as op¢des, quando comparamos 0s modelos de Heston e
de Black & Scholes, podemos notar que, pelo MAPE, o modelo de Heston
apresentou uma melhora de 28% e 30% em relagdo ao modelo Black & Scholes
na previsdo dos precos das opgdes de compra da Petrobras e Vale,
respectivamente. Por sua vez, o modelo de Bates apresentou uma melhora com
relacdo ao modelo de Heston da ordem de 12% e 7% no aprecamento das mesmas
opcodes. Por outro lado, 0 modelo Double Heston apresentou uma melhora de 4%
e 2% em relagdo ao modelo de Heston na precificagdo das opg¢des de compra da
Petrobras e Vale, respectivamente.

No entanto, considerando o RMSE, os modelos de Heston e Bates se
igualaram na precificagdo das calls da Petrobras, enquanto o modelo Double
Heston apresentou o melhor desempenho. Por outro lado, 0 modelo de Bates foi o
melhor modelo para precificar as opces da Vale, seguido pelos modelos de

Double Heston, Heston e Black & Scholes, respectivamente.
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Em face do exposto, observa-se que, pelo MAPE, tornar a volatilidade
estocéstica, ainda que descrita por apenas um processo estocastico, € o mais
importante a ser feito para melhorar tanto o ajuste aos dados quanto a capacidade
de previsdo dos precos das opcoes. Estes resultados sao corroborados por Bakshi
et al. (1997). Em seguida, considerando o MAPE como medida de comparacao,
acrescentar saltos ao modelo de Heston se mostra mais importante do que
acrescentar um segundo processo estocastico para a volatilidade na precificacdo
opcdes de curto prazo, considerando a base de dados analisada.

Moyaert e Petitjean (2011) comentam que o0 modelo de Heston (1993) é
mais adequado para a precificacdo de opgdes com prazos de vencimento mais
longos e Rouah (2013) explica que o0 modelo tem dificuldades para se ajustar ao
efeito smile/smirk de opcBes com vencimento de curto prazo, pois 0 skew é mais
intenso quanto menor o tempo até o vencimento. Grasselli e Romo (2016)
também explicam que o modelo de Heston (1993) consegue gerar tanto um skew
mais plano quanto um skew mais intenso dado um nivel de volatilidade, mas néo
consegue gerar ambos com a mesma parametrizagdo. Desta forma, se forem
consideradas opcbes com diferentes prazos de vencimento o modelo de Heston
(1993) teria dificuldade em ajustar as op¢fes com vencimento no curto prazo.

Christoffersen et al. (2009), ao acrescentarem no modelo de Heston (1993)
um segundo processo CIR para descrever a evolucdo da volatilidade,
proporcionaram um efeito de correlacdo estocastica entre o ativo-subjacente e a
variancia de forma que trouxeram maior flexibilidade a modelagem do efeito skew
e a estrutura a termo da volatilidade, como comentam Grasselli e Romo (2016).
Assim, dadas opg¢des com diferentes prazos de vencimento, este modelo tenderia a
ter um ajuste melhor que o modelo de Heston (1993).

Moyaert e Petitjean (2011) afirmam que, por outro lado, 0 modelo de Bates
(1996) apresenta uma performance superior na precificacdo de opgdes com menor
tempo até o vencimento. Bates (2003) ressalta que o modelo apresenta bons
resultados quando se utilizam opg¢des de uma uUnico prazo de vencimento, mas
apresenta resultados inferiores ao utilizar opgfes com diferentes prazos de
vencimento. Bates (2000) explica que a assuncdo de retornos independentes e
identicamente distribuidos nos modelos com saltos implica que estes modelos
convergem para 0s precos do modelo Black & Scholes nas opg¢des com

vencimento de longo prazo e, desta forma, ndo capturariam os efeitos smile e
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smirk. Finalmente, ele também compara 0os modelos com saltos em relacdo aos
modelos com dois processos CIR para a volatilidade e concluiu que, embora o
modelo Double Heston melhore consideravelmente o modelo de Heston, a
presenca de jumps ainda é importante na precificacdo de op¢des mesmo com
diferentes prazos de vencimento.

Em face de todo o exposto e considerando que no presente trabalho foram
utilizadas apenas op¢des de curto prazo, faz sentido que o modelo de Bates (1996)
apresente resultados melhores que o modelo Double Heston (2009).

Com relacdo a direcdo dos erros, podemos verificar que, de uma maneira
geral, os modelos de Heston, Bates e Double Heston subaprecaram as opgdes de
compra de curto prazo. Tais resultados diferem dos encontrados por Bakshi et al.
(1997), mas se assemelham aos encontrados por Kim e Kim (2004), o que pode
estar relacionado ao fato de ambas as aplicacGes serem em mercados emergentes.
O modelo Black & Scholes subaprecou as opcdes ITM da Petrobras e
sobreaprecou as op¢des ATM e OTM, corroborado pelos resultados de Bakshi et
al. (1997) e Kim e Kim (2004). Vale destacar, entretanto, que as opcdes ITM da
Vale foram ligeiramente sobreaprecadas. Porém, Kim e Kim (2004) encontraram
resultados semelhantes ao aprecar as op¢des do indice KOSPI. Uma possivel
explicagdo para este resultado é o fato de a volatilidade estimada para o modelo de
Black & Scholes ter sido maior do que a volatilidade implicita que o mercado
estava considerando, de maneira que as opg¢Oes acabaram sendo sobreaprecadas.

Observe que a magnitude do erro variou bastante de modelo para modelo,
de acordo com o moneyness das opgdes. Via de regra, 0 modelo de Black &
Scholes, por exemplo, apresentou o menor MPE para as opgdes ITM, seguido
pelos modelos Double Heston, Bates e Heston. Por outro lado, em geral, com
relacdo as opgdes ATM e OTM, os modelos com os menores MPE foram Bates,
Double Heston, Heston, Black & Scholes, respectivamente. Considerando todas
as opgOes, o0 modelo de Bates apresentou, de maneira geral, melhor performance
pelo MPE, seguido por Double Heston, Heston e Black & Scholes. Em seu
trabalho, Bakshi et al. (1997) também concluiram que o modelo de Bates
apresentou, no geral, 0 menor MPE, seguido pelo modelo de Heston e, por ultimo,
Black & Scholes.
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5.4.Andlise da Volatilidade Implicita

As analises apresentadas até aqui pressupdem o célculo do valor da opcao a
partir dos modelos. Entretanto, na pratica do mercado financeiro, a partir dos
valores de mercado das opgdes o que se calcula é o valor da volatilidade implicita.
Assim, da mesma maneira que Bakshi et al. (1997) e Lin et al. (2001) seguiram os
trabalhos de Bates (1996), aqui foi realizada uma analise da consisténcia dos
parametros estimados a partir da curva de volatilidade implicita produzida por
cada modelo. A volatilidade implicita estimada dos modelos de Heston (1993),
Bates (1996) e Double Heston (2009) foi calculada da seguinte maneira:

e A partir dos parametros estimados e o preco de mercado da opgéo,
calculou-se a variancia inicial que, imputada nos modelos e usando o
método numérico de Lewis (2000), tornava o prémio tedrico
calculado igual ao prémio de mercado;

e Este procedimento foi realizado para cada dia da amostra;

e Em seguida, calculou-se a média no periodo para diferentes valores
da relacdo entre o preco da acdo e o preco de exercicio da opcao,
refletindo o grau de moneyness, e tomou-se a raiz quadrada desta
variancia, obtendo-se assim a volatilidade implicita;

e Por u(ltimo, foram plotadas as curvas de volatilidade implicita,
conforme podem ser vistas a seguir nas Figuras 5.1 e 5.2 abaixo:
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Figura 5. 1 - Curvas de Volatilidade Implicita dos Modelos nas Opc¢des da Petrobras
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Figura 5. 2 - Curvas de Volatilidade Implicita dos Modelos nas Opc¢des da Vale
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De acordo com a literatura, quanto mais plana for a curva de volatilidade

s

implicita, mais adequado é o modelo para precificar op¢des. Nota-se, nos
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resultados referentes a volatilidade implicita apresentados nas Figuras 5.1 e 5.2
acima, de uma forma geral, os modelos de volatilidade estocéstica analisados
apresentam uma curva razoavelmente mais plana do que a inferida pelo modelo
Black & Scholes.

Tais resultados foram diferentes dos encontrados por Bakshi et al. (1997) e
Lin et al. (2001). Eles compararam os modelos de Heston (1993) e Bates (1996) e
encontraram uma curva smile semelhante a do modelo Black & Scholes. No
entanto, segundo os autores, 0 modelo de Bates apresentou o smile mais suave,
isto ¢, 0 modelo de Bates gerou o smile mais plano, seguido pelos modelos de
Heston e Black & Scholes, nesta ordem.

Em parte, esta diferenca em relagédo aos resultados obtidos por este trabalho
pode ser justificada pelo fato de que o smile gerado pelo modelo Black & Scholes
a partir das opcdes de compra da PETR4 e VALES ja ser mais suave do que o
observados pelos referidos autores para as op¢des de indice por eles analisadas, de
maneira que, os demais modelos, sendo evolugdes deste modelo original,
apresentam uma melhora ainda superior. Esta explicacdo € corroborada pelos
trabalhos de Branger e Schlag (2004) e Bakshi et al. (2003) dado que, ao
compararem a curva de volatilidade implicita de opcbes de acBes com as de
opcOes de indice, constataram que a curva de volatilidade implicita de op¢des de
indice sdo, em geral, mais acentuadas que as curvas de volatilidade implicita de

opcdes de acdes.
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6. Consideragoes Finais

Sumariamente, pode-se afirmar que esta dissertacdo buscou responder as
seguintes perguntas: “Como utilizar os modelos de Heston (1993), Bates (1996) e
Double Heston (2009) para precificar opcGes de acBes no mercado bursatil
brasileiro?”; “Quais os reais beneficios proporcionados pelo uso destes modelos
na precificagdo de opgdes de agdes?” e “Qual deles t€ém melhor desempenho no
mercado da B3?”.

Foi utilizada como base de dados informacGes de opgOes de compra de
acOes preferenciais da Petrobras (PETR4) e Vale (VALES5) com vencimento em
Novembro e Dezembro de 2016 e Janeiro de 2017. Os dados foram obtidos na
base de dados da B3 e consistiram em cota¢des intradiarias das acdes e das
opcdes. Dentre estas cotacOes, foram selecionadas aquelas que respeitaram
determinados critérios relatados no Capitulo 4 deste estudo.

Em seguida, procedeu-se com a estimacdo de cada parametro dos modelos.
Esta estimacéo foi realizada através de um problema de otimizacdo ndo linear cuja
fungéo objetivo a ser minimizada foi o Relative Squared Price Error em conjunto
com o algoritmo de otimizacdo trust-region-reflective presente no otimizador
Nonlinear Least Square do software Matlab.

Como resultado deste processo de calibracéo, verificou-se que os valores
estimados para as volatilidades da variancia, velocidades de reversdao a media e
variancias médias foram superiores aos encontrados por Bakshi et al. (1997), Lin
et al. (2001) e Kim e Kim (2004). Entretanto, diferente dos supracitados autores, 0
trabalho em tela aplicou os modelos na precificacdo de opgOes de acdes, e ndo de
indices. Deve-se considerar ainda que a base de dados envolve a¢bes negociadas
em um mercado emergente e que sao referentes a empresas cuja natureza de seus
negdcios implica numa alta volatilidade no mercado. Deste modo, os resultados
aqui encontrados para tais parametros se mostram adequados.

Por motivos semelhantes, as correlacdes estimadas foram parecidas, em
magnitude, as encontradas por Kim e Kim (2004), mas diferentes das encontradas
por Bakshi et al. (1997) e Lin et al. (2001). Tal fato, também pode ser explicado
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pelos mercados estudados em cada trabalho. Enquanto os dltimos usaram opcdes
em mercados desenvolvidos, Kim e Kim (2004) focaram em um mercado
emergente. Cabe ainda destacar que, para 0 modelo Double Heston (2009), uma
das duas correlagdes apresentou valor positivo. Tal fato ndo era esperado dado que
diversos estudos empiricos, como em Cont (2001) e Bekaert e Wu (2000), tém
constatado que a volatilidade das acOes tende a aumentar quando os pregos das
acOes caem, caracterizando uma correlagdo negativa. Em face do exposto, o
presente trabalho detalhou no Capitulo 5 algumas possiveis justificativas para o0s
resultados encontrados a fim de que futuros trabalhos possam verifica-las.

Adicionalmente, verificou-se que o modelo de Bates (1996) apresentou
maior velocidade de reversdo a média para 0 processo da variancia, bem como,
menor variancia de longo prazo e menor volatilidade da variancia quando
comparado ao modelo de Heston (1993). Tais resultados podem ser explicados
pelo fato de que o modelo de Bates (1996) atribui uma parcela da variancia média
e volatilidade da varidncia a ocorréncia de saltos no preco das agdes. Da mesma
maneira, a ocorréncia de saltos impde uma rapida reversdo a média da variancia.

Por dltimo, observando a média do RSPE diario, constatou-se que, apesar
do modelo Double Heston (2009) possuir maior quantidade de parametros, ele ndo
apresentou um melhor ajuste aos dados se comparado ao modelo de Bates (1996).

Apbs a estimacdo dos parametros, seguiu-se com a precificacdo das opcdes
com dados in-sample e out-of-sample, além do célculo da curva de volatilidade
implicita proveniente de cada modelo.

Vis-a-vis os resultados e estudos realizados, foi observado que o modelo de
Bates (1996), de uma maneira geral, apresentou o melhor ajuste aos dados in-
sample no periodo analisado, seguido pelos modelos Double Heston (2009),
Heston (1993) e Black & Scholes. Mais uma vez pdde-se perceber que, apesar da
maior quantidade de parametros, o0 modelo Double Heston (2009) ndo apresentou
um melhor ajuste aos dados quando comparado 0 modelo de Bates (1996).

Considerando a andlise com dados out-of-sample, verificou-se que 0s
modelos de volatilidade estocastica também apresentaram resultados superiores
aos do modelo Black & Scholes. Neste contexto, foi possivel constatar que tornar
a volatilidade estocastica parece ser o mais fundamental a ser feito para melhorar
tanto o ajuste aos dados quanto a capacidade de previsao dos pregos das opcoes.
Em seguida, acrescentar saltos ao modelo de Heston (1993) se mostrou mais
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importante do que acrescentar um segundo processo estocastico para a
volatilidade na precificacdo de opgOes de curto prazo. Tais resultados estdo em
linha com os encontrados por trabalhos como de Bakshi et al. (1997) e Bates
(2000).

Por ultimo, este trabalho verificou, a luz de Bakshi et al. (1997), que as
curvas de volatilidade implicita proveniente dos modelos de volatilidade
estocastica foram razoavelmente horizontais, ndo indicando, desta forma,
nenhuma flagrante méa especificidade dos modelos considerados.

Finalmente, a pesquisa traz oportunidades de trabalhos futuros neste campo
de estudo. Quanto a metodologia proposta neste trabalho, dado que os modelos
analisados ndo admitem solucdo analitica fechada, foi utilizado o método
numérico de Lewis (2000) para obter o valor das opcdes. Porém, vale ressaltar a
existéncia de outros métodos para obter o valor do prémio, em especial, 0 método
Fourier-Cousine Series Expansion (COS), desenvolvido por Fang e Oosterlee
(2008). Ao longo do processo de reviséo de literatura, ndo foram identificadas
muitas pesquisas que testaram o referido método no aprecamento de opgdes a
partir dos modelos de Bates (1996) e Double Heston (2009). Desta maneira,
futuras pesquisas podem ser realizadas a fim de avaliar a eficacia e eficiéncia
deste método combinado aos modelos mencionados acima na obtencdo dos
prémios destes instrumentos financeiros.

Do mesmo modo, em relagdo ao processo de otimizacdo para estimacao dos
pardmetros dos modelos, néo existe, na literatura, uma unanimidade quanto a qual
método de estimagéo utilizar. A vista disso e dado que o processo de calibracio é
custoso, mas crucial para aplicagdo destes modelos, esta dissertacdo sugere que
futuros trabalhos avaliem outros algoritmos de otimizagéo néo linear, bem como,
outros metodos de estimacdo de parametros.

Cabe ainda destacar que, em face dos resultados encontrados serem
promissores, esta dissertagdo sugere ainda que futuros trabalhos possam estender
as andlises aqui descritas, avaliando e comparando as performances dos modelos
de Heston (1993), Bates (1996) e Double Heston (2009) para fazer delta-hedge,
assim como Bakshi et al. (1997) e Kim e Kim (2004) implementaram em seus
estudos. Segundo o0s autores, esta € uma estratégia na qual sdo utilizados
instrumentos de hedge tantos quanto necessarios para neutralizar as fontes de risco

existentes. Além disso, préximas pesquisas podem se concentrar no calculo das
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letras gregas provenientes desses modelos quando aplicados no mercado
brasileiro, bem como, podem analisar estes modelos na precificagdo de opcdes de
acdes por um horizonte de tempo maior que o estudado neste trabalho ou aplicé-
los em opc¢des de indice ou de cdmbio negociadas na B3.

Por Gltimo, futuros trabalhos podem buscar comparar o0 modelo Double
Heston (2009) com os modelos desenvolvidos por Teng et al. (2016). Enquanto o
modelo Double Heston (2009) adiciona ao modelo de Heston (1993) um segundo
processo CIR para modelar a volatilidade, buscando incorporar um efeito de
correlacdo estocastica, os modelos de Teng et al. (2016) adicionam ao modelo de
Heston (1993) um processo Ornstein-Uhlenbeck e um processo de Jacobi para
descrever a correlacdo em si. Outra possibilidade é comparar estes modelos ao
modelo desenvolvido por Gatheral (2007, 2008). Como destaca Bayer et al.
(2013), no modelo de Gatheral (2007, 2008), a variancia é descrita por um
processo em que ela reverte a uma média de longo prazo que, por sua vez,

também é descrita por uma processo de reversdo a média.
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8. Apéndice A

Figura A. 1 - Total de Publicac6es por Ano sobre o Modelo de Heston (1993)
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Scopus
Tabela A. 1 - Total de Publicac6es sobre o Modelo de Heston (1993)
Data Base | Estruturacdo da Busca Resultado
24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Heston) 689
24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY(Heston) AND TITLE-ABS- 0
KEY (Brazil)
24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Heston) AND 0
TITLE-ABS-KEY (BM&F Bovespa)
24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY(Heston) AND TITLE-ABS- 0
KEY(BOVESPA)
24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY(Heston) AND TITLE-ABS- 1
KEY(IBOVESPA)
24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY(Heston) AND TITLE-ABS- 2
KEY (brazilian)
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Tabela A. 2 - Total de Publicac6es sobre o Modelo de Bates (1996)

90

Data Base | Estruturacdo da Busca Resultado

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Bates) 2695

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY( Bates) AND TITLE-ABS- 0
KEY (Brazil) AND TITLE-ABS-KEY (volatility)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Bates) AND 0
TITLE-ABS-KEY(BM&F Bovespa)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Bates) AND TITLE-ABS- 0
KEY(BOVESPA)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY(Bates) AND TITLE-ABS- 0
KEY(IBOVESPA)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY(Bates) AND TITLE-ABS- 0
KEY (brazilian)

Tabela A. 3 - Total de Publicacbes sobre o Modelo Double Heston (2009)

Data Base | Estruturacdo da Busca Resultado

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Double Heston) 18

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY( Double Heston) AND TITLE-ABS- 0
KEY (Brazil) AND TITLE-ABS-KEY (volatility)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Double Heston) AND 0
TITLE-ABS-KEY(BM&F Bovespa)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Double Heston) AND TITLE-ABS- 0
KEY(BOVESPA)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Double Heston) AND TITLE-ABS- 0
KEY(IBOVESPA)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Double Heston) AND TITLE-ABS- 0
KEY (brazilian)

24/10/2016 | Scopus | TITLE-ABS-KEY (Christoffersen) AND TITLE-ABS- 5

KEY(2009) AND TITLE-ABS-KEY (volatility)
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9. Apéndice B

9.1.Funcéo Caracteristica de Heston

Esta demonstracdo foi baseada em informacbes a partir do trabalho de
Roauh (2013). Considere 0 seguinte processo neutro a risco para o modelo de
Heston (1993):

1
dx; = [r —q— Evt] dt + \/v_tdZLt

dv, = k*(0* — v)dt + 0,\[v,dZ,,

(B.1)

onde x, = InS;, k* =k + 4, 0" = k8/(k + A) e corr[dZy,,dZ,.| = pdt.
Para a derivacdo do modelo de Heston, € necessaria a construcdo de um
portfélio sem risco, m. O portfélio devera ser constituido de uma opgao V =
V(S,v,t), A unidades do ativo subjacente S e ¢ unidades de uma outra op¢éao
U(S,v,t), de modo a realizar um hedge sobre o ativo e sobre a volatilidade. Desta

forma, o portfolio terd o seguinte valor:

m=V+AS+ U (B.2)

Ainda temos que:
dn = dV + AdS + pdU (B.3)
Na sequéncia, aplica-se o Lema de It6-Doeblin para obter os processos para

V e U e, por conseguinte, encontrar o processo para o portfélio, . Aplicando o

Lema de It6-Doeblin para V, obtém-se:
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dV—ant+anS+an +1 Szazvdt+1 azvdt
~ ot as oy Vv gz dt + 50 5

2

asav

(B.4)
dt

+ o,pvS

Considera-se ainda que (dS)? = vS2dW? = vS23dt, (dv)? = o2vdt,
dSdv = o,vSdWdZ = o,pvSdt, (dt)?> = 0, dWdt = dZdt = 0.

Aplicando o Lema de Itd-Doeblin para U, obtém-se a mesma equacgdo
diferencial parcial (EDP) acima, porém em termos de U. Assim, substituindo dV e

dU na equacdo B.3 do portfolio, tem-se que:

d_av+1 @OV, 0V 1, 0]
=g T2 sz TP 555 T 2%V 5,2
N (’)U+1 @001, 0] g
e R R L T L
av U

65+¢E+A]ds+[a +<,0a

E mister destacar que para o portfolio, m, ser livre de risco, os Gltimos dois

termos da equacdo acima devem ser iguais a zero. Para que isto aconteca:

av
_ _0v
¢ = /a_U (B.6)
v
ou v
__ ou dav B.7
A= —955 " 35 (B7)

Substituindo-os na equacéo, obtém-se:

d_6V+156V+ SOZV 1, 9]
=g YoV sz TP 555159V 5,2
(B.8)
+ +1 5202 + Saz L2, 00 dt
¢ R TR L et L e
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Por outro lado, sabe-se que se um portfolio for livre de risco, ele devera

render a taxa livre de risco r, isto é:

drn = rndt (B.9)

dn =r(V + AS + @U)dt (B.10)

Portanto, igualando as equacdes, substituindo ¢ e A, e organizando, temos:

oV 1 20V 0%V 1, 0%V]_ oV
[at+2"5 352 TPOS G5 T 2 v”av] V+rSas
v
, v (B.11)
U 1 20U ¢ 0 1zau ouU
_[EJFZ"S a2 TPovS s T 29, z] rU+rS5s
au
av

Note que o lado esquerdo da equacdo € funcdo apenas de V. Em
contrapartida, o lado direito da equacdo é funcdo apenas de U. Isto implica que
ambos os lados podem ser escritos como uma fungéo, h(S,v,t). Heston (1993)

define esta funcdo como:
h(S,v,t) = —k(6 —v) + A(S, v, t) (B.12)
Nesta funcdo, A(S,v,t) € o preco do risco da volatilidade, definido por

Heston (1993) como uma funcdo linear da volatilidade, isto é, h(S,v,t) = Av

onde A é uma constante. Substituindo na EDP acima, obtém-se:

ou 1 520U+ SOU 1262U_U+ GU
9t 727 552 TP uas T2z | TV T 5
(B.13)
Gl
+ k(@ —v)—Av]=—=0

ov
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No entanto, definindo x = [nS e expressando a equacgdo B.13 em termos de

(x,v,t) ao invés de (S, v, t), obtém-se:

U 1 9°U ( 1NoU_ v 1, U
ot "2 a2 T\" T2V ) ax TP auax T2 a0 T
(B.14)
U
+[K(9—v)—/1v]%=0

Como consequéncia do Lema de Itd-Doeblin, o preco de uma opgéo de
compra europeia C(x,v,t) serd dado pela mesma equacdo diferencial parcial

acima, sujeito as seguintes condic¢des de contorno:

C(S,v,T) = max(0,S — K)

Cc(0,v,t) =0
ac ) (B.15)
%(oo,v,t)—
C(S,0,t) =S
Desta maneira:
oc , 1 azc+ 1\oC azc+1 , 9°C c
at "2 T\" T2V ) ox TP Guax T 2% ez T
(B.16)
acC

+ k(@ —v)—Av]=—=0
Sendo K o pre¢o de exercicio da opcdo, pode-se provar que 0 preco de uma

call europeia é dado por (Rouah, 2013):

C(K) =e*P; —Ke™""P, (B.17)

Onde P, e P, sdo a probabilidades neutras a risco tais que S; > K.
Note quese K = 0e S =1, o prego da call sera dado por P,. Por outro lado,
se §S=0,K=1er=0, opreco da call serd dado por —P,. Desta maneira,

substituindo as devidas derivadas parciais na equacéao diferencial acima, obtém-se:
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0P 0°p; 1 9Py 1, O°P, oP;
W“’“vvaua SV 6x2 J 4 Z 0,]17—+(r+u]v)a

o0v?

(B.18)

para j=1,2 e onde u, =%, Uy =—%, a=k0, by=k+1—po, €
b, =k +A.

Importa notar que a equacdo diferencial acima ndo possui uma solucao
analitica fechada. No entanto, Heston (1993) e Bakshi e Madan (2000) mostram
que, quando as fungdes caracteristicas sdo conhecidas, cada funcdo densidade de
probabilidade pode ser identificada a partir do teorema da inversa de Fourier (Gil-
Pelaez, 1951), onde:

P; = Pr(InSy > InK) = > do (B.19)

iz

1 [ e‘iZanf.(z; X, 17)
—f Re /
0

sendo Re a parte real do nimero imaginario correspondente, i = v/—1 é 0 nimero
imaginério, x = [nS e v a variancia do preco do ativo subjacente.
Heston (1993) define as fungdes caracteristicas para o logaritmo do valor

terminal do preco do ativo no modelo proposto da seguinte forma:
fj(Z; Xy, V) = e[Aj(‘r,z)+Bj(T,z)vt+izxt] (B.20)

ondet =T —t.

O Teorema de Feynman-Kac garante que a funcdo caracteristica segue a
mesma equacéo diferencial parcial acima. Portanto, a equacéo diferencial parcial
da funcdo caracteristica é:

_ 9 o°f; 1 9% 0°f; 0fj

= TPO Vot oY 6x2+ a—+(r+u]v)

(B.21)
+ (a— ij) 6_; =
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A substituicdo das derivadas da equacdo B.20 na equacdo B.21 acima

resulta em duas equacGes diferenciais dadas por:

0B; 1 1
_61'] = po,izD; — 522 + EG,ZJDJ2 +u;iz — b;D; (B.22)
04;

Segundo Rouah (2013), a primeira equacdo é uma equacdo de Riccati,
enguanto a segunda é uma equacdo comum que pode ser resolvida por uma
integracdo uma vez que D; seja obtida. Resolvendo as equages acima e
arrumando a solugdo da maneira sugerida por Albrecher et al. (2007), tem-se para

as func@es caracteristicas de Heston:

— izx7] — L|Ai(1,2)+B;(1,2)vs+izx
fHeston = E[e T] — e[ ]( ) ]( )12 t]

1 _g‘e—d]“[
(b] - pO'viZ - d])'l' —2In #
J

ko
Aj(1,z) = (r — @izt + —
0-17

Bi(t,z) =

b] - ,DO'UiZ — d] 1-— e_djT
(B.24)

o 1-— gje_dfT
_bj—poyiz—d;

j
9= b; — poyiz + d,

d; = \/(paviz — bj)2 — 0% (2u;iz — %)
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